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El objetivo de estas notas es presentar una introduccién a la dindmica de los homeomor-
fismos en dimensién 2. Pese a que las demostraciones de los resultados de esta teoria tienen
un contenido geométrico bastante claro, ellas son en general muy extensas y elaboradas. Es
por ello que hemos preferido una presentacién mas bien informal, centrada en las ideas, y en
la que muchos argumentos aparecen bosquejados en las numerosas figuras del texto, quedan-
do algunas de las demostraciones a cargo del lector. Ademés, para simplificar la exposicién,
sblo consideraremos homeomorfismos que preservan orientacion.

Comenzamos estas notas centrandonos en el trabajo de Brouwer sobre los homeomorfis-
mos del plano sin puntos fijos. Luego abordamos la versién moderna (debida a Franks) del
teorema de Poincaré-Birkhoff sobre la existencia de puntos fijos para ciertos homeomorfis-
mos del anillo. Finalmente, estudiamos las diferentes nociones de “ntimeros de rotacién” para
homeomorfismos del toro desde los puntos de vista dindmico y medible. Un tépico que no
abordaremos, en parte por estar muy bien desarrollado en las referencias clasicas [5] y [23], es
el de la clasificacion de Thurston de los homeomorfismos de superficies en homeomorfismos
periodicos, reducibles y pseudo-Anosov. Senalemos sin embargo que los temas que nosotros
tratamos no han sido desarrollados sistematicamente en un texto guia, lo cual fue una de las
motivaciones para la elaboracién de estas notas. La otra motivacion, inherente a la teoria
en si misma, dice relacién con el rebrote que ésta ha cobrado en los 1ltimos anos, debido
por una parte a los notables trabajos de Franks, Handel y Le Calvez, y por otro lado a sus
posibles aplicaciones en una eventual solucién de la renombrada “conjetura de Zimmer” para
el caso bidimensional.

La lista de referencias dada al final de este texto dista muchisimo de ser exhaustiva. A
ella podrian agregarse por ejemplo las notas de los cursos dictados con ocasion de la Escuela
de verano 2006 del Instituto Fourier de Grenoble, las cuales estan disponibles en internet
(www.fourier.ujf-grenoble.fr). Esperamos que el lector interesado pueda utilizar todo este
material como una “puerta de entrada” a la elegante teoria que pasamos a revisar.



1. El teorema de traslacion de Brouwer: homeomorfis-
mos libres del plano

A principios del siglo XX, Brouwer se interesé en los homeomorfismos del plano que son
libres, es decir que no poseen puntos fijos. En particular, en 1909 crey6 haber demostrado
que dichos homeomorfismos son siempre topolégicamente conjugados a traslaciones (no tri-
viales). Sin embargo, el propio Brouwer percibi6 rdpidamente un error en sus argumentos,
y exhibié como contra-ejemplo a su “teorema” el homeomorfismo h esbozado en la figura 1.
Observe que dicho homeomorfismo es el tiempo 1 de un flujo en el plano.

Ejercicio 1.1. Pruebe que h no es topolégicamente conjugado a ninguna traslacién del plano.

Sugerencia. Considere la transversal L indicada en la figura 1. Verifique que para todo n € Z se
tiene A" (L) N L # () y concluya lo afirmado.

Ejercicio 1.2. Dé un ejemplo de un homeomorfismo libre del plano que no sea el tiempo 1 de
ningun flujo topolégico.

Diremos que un abierto simplemente conexo D es un dominio de traslacion de un homeo-
morfismo libre A si el borde de D lo componen dos rectas topoldgicas propiamente incrustadas
y de la forma ¢ y h(¢), de modo que ¢ divide el plano en dos componentes conexas y para cada
p € D se tiene que p y h™!(p) pertenecen a distintas componentes. Con esta terminologfa,
el genuino “teorema de traslacion de Brouwer” estipula que si A es un homeomorfismo libre
del plano, entonces todo punto esté contenido en algin dominio de traslacién (vea la figura
2 para algunas ilustraciones).

Ejercicio 1.3. Suponga que h es un difeomorfismo libre del plano que es el tiempo 1 del flujo
asociado a un campo de vectores sin singularidades. Usando el teorema de Poincaré-Bendixon,
pruebe que cualquier curva integral ¢ asociada a un campo ortogonal al campo original delimita
junto con h(¢) un dominio de traslacién para h.

1.1. Un criterio para la existencia de puntos fijos

Consideremos la situacién esbozada en la figura 3. En ella, €2 es un disco topolégico
cerrado y f:Q — f(2) es un homeomorfismo. La regién J es una de las componentes
conexas de la interseccién entre Q y f(€2). Los segmentos de arco del tipo a seran llamados
arcos de desborde. A cada a corresponde un arco § = 3, contenido en 9f(2), de modo que
a U S es el borde de un disco topolégico A = A(a, 3).
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Figura 1: el homeomorfismo h

Proposicion 1.4. Con las notaciones precedentes, si para todo arco de desborde « se tiene
f(a) & Ba y Ba & f(a), entonces [ posee al menos un punto fijo en J.

Demostracién. Para cada region A = A(a, 3) podemos escoger una retraccion H> de A
sobre a, es decir una aplicacién continua H? : A — o que restringida a o sea la identidad.
Observe por otro lado que las hipdtesis de la proposicion implican que si f(a) N G, # 0,
entonces una de las situaciones ilustradas en la figura 4 ocurre. Por lo tanto, podemos
escoger H” satisfaciendo la propiedad suplementaria de enviar cada componente de f(a) N3
sobre su punto de interseccién con a. Al “juntar” todas las aplicaciones H® obtenemos una
aplicacién continua H de f(J) en J, la cual viene formalmente definida por

H(z) = HA(x) si x pertenece a alguna region A = A(a, ),
) =z en caso contrario.

El teorema del punto fijo de Brouwer (vea [2] para una demostracién elemental de este
teorema) es por lo tanto vélido para la aplicacién Ho f : J — J. Sin embargo, se comprueba
facilmente que, dadas las hipétesis y la construccién de H, todo punto fijo de H o f es en
realidad un punto fijo de f. g

Observe que las hipétesis f(a) ¢ Ba ¥ Ba € f(a) son necesarias para la validez de la
proposicién anterior, tal como lo muestran los ejemplos de la figura 5.

En algunas situaciones, para obtener resultados de multiplicidad de puntos fijos (i.e.
existencia de al menos dos de tales puntos), serd necesario hacer un estudio detallado del
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Figura 2: ejemplos de dominios de traslacion



Figura 3: un criterio para hallar puntos fijos

indice de ellos. Para esto recordemos primeramente que si f es un homeomorfismo definido
en un disco topoldgico cerrado de borde 7 de modo que f no posee puntos fijos sobre 7,
entonces tiene sentido considerar la aplicacién de v sobre S' dada por

flz) —

T .
1f(z) — =]

Como ~ es una curva cerrada simple, ella puede ser positivamente parametrizada por el
circulo. Por lo tanto, la aplicacién definida anteriormente induce una nueva aplicacién (con-
tinua) del circulo sobre si mismo. Definimos entonces el indice Ind(f,~) de f a lo largo de
v como siendo el grado topoldgico de esta ultima aplicacién (es decir, el niimero algebraico
de vueltas sobre el circulo que recorre la imagen cuando la preimagen recorre exactamente
una vuelta en el sentido positivo).

El indice es invariante bajo homotopias “que no pasan sobre puntos fijos”. De manera
mas precisa, para toda deformacién continua 7y, de la curva original v = ~y satisfaciendo
F(7(s)) # v(s) para todo s,t se cumple

Ind(f,~) = Ind(f, 7).

A partir de lo anterior, el lector no debiese tener dificultad en verificar que si €2 es un
disco topolégico cerrado y f : Q — f(Q) satisface f(€) C int(f2), entonces Ind(f,0) = 1.
Ademés, si f(2) C Qy f no posee puntos fijos sobre 052, entonces aun se tiene la igualdad
Ind(f,00) = 1.



Figura 4: ilustraciéon de las hipétesis de la proposicién 1.4



