El Teorema de Pitagoras via triangulos equilateros
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El de Pitdgoras es muy probablemente el teorema més importante de la matematica basica,
y muchas demostraciones para él son conocidas. Ademds de la original, hay una contenida en el
Jiuzhang Suanshu, un antiguo texto chino que es relativamente contemporéneo a Pitdgoras [1].
Otra demostracion es atribuida a Leonardo da Vinci [2], y otra es debida al presidente de EE.UU.
James Gardfield [3]. El lector encontrard en [4] una lista de 116 demostraciones diferentes, con
comentarios y enlaces a otras pruebas.

En este texto proponemos aiin una demostracién mas, la cual tiene la virtud de no ser estandar
pues no usa cuadrados ni semejanza de tridngulos. Para motivarla, sean a,b los catetos de un
tridangulo rectangulo y ¢ su hipotenusa. De la igualdad

a® + b =2

se sigue rapidamente que el drea de un n-agono regular de lado ¢ es la suma de las dreas de dos n-
agonos regulares de lados a y b respectivamente. Para ver esto, basta multiplicar ambos miembros
de la igualdad anterior por una constante apropiada (a saber, el area del n-agono regular de lado
1). De hecho, este enunciado para un n > 3 fijo también implica (y por lo tanto es equivalente) al
teorema de Pitdgoras simplemente revirtiendo este argumento.

En [5], Kassie Smith plantea el problema de hallar una prueba més geométrica de todo esto.
Ciertamente, en este contexto podria aplicarse el teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien [6], segin el
cual debiese haber una descomposiciéon de los n-adgonos regulares pequenos en piezas poligonales
que, al ser reensambladas, nos dan el n-agono grande. Sin embargo, el niimero de piezas requeridas
podria ser demasiado grande.

A continuacién, proponemos una prueba geométrica muy corta del enunciado de arriba para
tridngulos equilateros usando una bonita configuracién que al parecer habia sido desapercibida.
Para comenzar, sean A, B,C los vértices del tridngulo. Rotemos el tridngulo ABC en 60° en
sentido anti-horario haciendo centro en A, y en 60° en sentido horario con centro en B. Denotemos
C1,B1 y Co, As las imégenes de los vértices obtenidos, tal como se muestra en la figura abajo.
Observe que BAy = ¢ = AByy ZABAy; = /ZBAB; = 60°. Por lo tanto, As y Bj coinciden, y si
denotamos D dicho punto, entonces A, B y D son los vértices de un tridngulo equilatero de lado c.



Notemos ademéas que BCCy y ACC1 son triangulos equildteros de lados a y b respectivamente.
Mas atn, los triangulos BC2D y AC1 D son ambos congruentes al tridngulo BC'A.

Considerando ahora las dreas de las piezas involucradas, tenemos
ABCyDCy = ABD + BCyD + AC1D = ACCy + BCCy + BCA + CyDCLC.

De manera mas pictérica,

A A A

lo cual nos da

A SVASYASS G
- a ) a ' b




Hemos reducido entonces el problema a probar que

b

Para esto, observe que CoDCC es un paralelégramo de lados a y b. Ademas, como ZBCA = 90°,
necesariamente ZC1CCy debe ser igual 120°, por lo que ZCCeD = ZDC1C = 30°. Por lo tanto,

1
C1CCyD = ab sen(30°) = iab = BCA,
tal como deseabamos.

Observacion. Ciertamente, en el iltimo paso de arriba podemos evitar el uso de la trigonometria
con tan solo observar las figuras a continuacién...
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