Entropias

Introduccién

La nocién de entropia tiene su origen (como muchas otras nociones en matemadtica) en la fisica, es-
pecificamente en la termodindmica de fines del siglo XIX (vea [15]). Gracias al desarrollo de las probabil-
idades y la teoria de la informacién, poco a poco fue adentrdndose en diversas areas de la matematica, al
punto que hoy en dia se puede afirmar que, de entre los conceptos relativamente modernos de la fisica, uno
de los que ha sido mejor asimilado por las matematicas es precisamente el de la entropia.

La presentacion que haremos dista mucho de ser una revisién de todos los aspectos ligados a la entropia.
En efecto, a lo largo de estas notas adoptaremos en general una perspectiva “dinamica” del concepto. De
manera mas precisa, nos interesaremos en sistemas evolutivos que presentan un comportamiento dificil de
predecir. En este contexto, la entropia corresponde a un parametro que puede ser asociado de manera
natural a una amplia gama de sistemas, permitiendo “medir” el grado de caoticidad de ellos: a sistemas
mas complejos se les asocia una mayor entropia, y los sistemas “equivalentes” tienen la misma entropia. Los
sistemas de entropia nula corresponden asi a sistemas relativamente simples.

1 La funcién slog(s)

En esta seccién explicaremos la naturalidad del uso de la funcién H(s) =—slog(s) para medir la predi-
cibilidad de un fenémeno.

Supongamos que un experimento pueda dar n resultados diferentes Aq,..., A,. A dicho experimento
nos gustaria asociarle un pardmetro (a saber, una entropia) que permita medir el grado de incerteza de
sus posibles resultados. Si el experiemento estd modelado en un espacio de probabilidad del que los A;
constituyen una particién P, entonces quisiéramos que dicho pardmetro H(P) = H(p,...,pn) dependiese
sélo de las probabilidades p; de cada resultado A;, y no del experimento en si. Otras propiedades naturales
se imponen. Por ejemplo, si la probabilidad de un evento A; es total, entonces no existe incerteza. Cuando
no exista suceso de probabilidad igual a 1, nos gustaria que el grado de impredecibilidad fuese positivo. En
resumen,

H(p1,...,pn) =0 siysélosi p;,=1 paraalgin p;. (1)

Puesto que H depende sélo de las probabilidades asociadas a los resultados del experimento, ella debiese ser
una funcién simétrica, es decir, invariante bajo permutacién de las coordenadas:

H(pla'-'apia'"7pja-'-7pn) :H(plv"'vpja'"7pia"'7pn)' (2)

Si un resultado tiene mayor probabilidad de ocurrir que otro, entonces la incerteza no debiera ser maximal,
pues dicho resultado debiese aparecer con mayor frecuencia (es decir, contamos a priori con cierta informacién



relevante sobre el experimento). Por lo tanto, el grado de incerteza debe ser maximo cuando los resultados
estan equidistribuidos, lo que justifica la siguiente propiedad:

H(pi,...,pn) asume su valor méximo en  (p1,...,pn) = (1/n,...,1/n). (3)

Si uno de los resultados del experimento tiene probabilidad nula de producirse, entonces podemos “descartar”
dicho resultado, lo que se traduce en que

H(p1,...,pn,0) = H(p1,---,pn)- (4)

Las propiedades anteriores consideran sélo un experimento, pero si realizamos dos experiencias simultdneas,
nos gustaria relacionar de alguna manera sus grados de incerteza. Claro estd, si dichas experiencias son
independientes, entonces la entropia de la “experiencia conjunta” debiese ser la suma de las originales.
Supongamos ahora que tenemos dos experiencias no necesariamente independientes modeladas en un mismo
espacio de probabilidad y cuyos posibles resultados quedan plasmados en particiones Py = {Ay,..., A,} y
Py ={Bi,...,Bn}. La particién asociada al experiemento conjunto, denotada por P; V Pa, es aquélla cuyos
elementos son de la forma A; N B;. Quisiéramos entonces que fuese valida una férmula del tipo

H(P1V Pa)=H(Py)+ H(P2/P1), (5)

donde H(P,/P;) correspondiera a una entropia condicional de P2 dada P;. En términos probabilisticos,
la igualdad precedente se interpretaria diciendo que la entropia de un experimento conjunto es la suma de
la entropia del primero con la entropia del segundo conociendo el resultado del primero. La definicién més
natural de entropia condicional corresponderia asi a la media de las entropias asociadas a las distribuciones
condicionadas, es decir

BOA) p(BmmAi)
H{P2/P1) = Zp ( FEPRRRRY )

Para resumir la discusién anterior, para cada n € N consideremos A,, = {(p1,...,0n) : p;i > 0,> p; =1},
y definamos A = U,,A,,. Buscamos entonces una funcién H : A — R tal que:

) H(p1,-..,pn) > 0, con la igualdad si y sélo si algtin p; es igual a 1;

ii) la restriccién de H a cada A, es invariante por cambios de orden de las coordenadas;

(i

(

(iii) sobre cada A, la funcién H se maximiza en el punto (1/n,...,1/n);

(iv) se tiene la igualdad H(p1,...,pn,0) = H(p1,...,pn) para todo (p1,...,Pn);
(v

)si Py ={Ay,...,A,} y Po ={Bi,...,Bn} son dos particiones de un mismo espacio de probabilidades,
entonces

H(P1V P2) = H(P1) + H(P2/P1).

La solucién a este problema es esencialmente tnica, de acuerdo al siguiente teorema fundamental, cuya
demostracién hemos tomado de [14]. Para evitar confusiones, convengamos en la igualdad 0log(0) =0 (el
lector notard rdpidamente que, de acuerdo a (4), ésta es la convencién natural).



Teorema 1.1. Sea H una funcion que satisface las propiedades anteriores. Si la restriccion de H a cada
A, es continua, entonces existe una constante ¢ > 0 tal que para todo (p1,...,pn) € A se tiene

H(pi,...,pn) = chi log(1/p;).

=1

Demostracién. Consideremos la funciéon U : N — R definida por U(n) = H(1/n,...,1/n). Comenzaremos
probando que existe una constante ¢ > 0 tal que U(n) = clog(n) para todo n € N. El lector reconocerd la
similitud entre el argumento presentado a continuacion y aquél que permite probar que toda funcién definida
en el conjunto de los nimeros naturales y que es positiva, multiplicativa y creciente, es necesariamente de la
forma n — n¢ para algin ¢ € R.

Por (iii) y (iv) tenemos
Umn)=H1/n,...,1/n,0) < H(1/(n+1),...,1/(n+1)) =U(n+ 1),
es decir, U es una funcién no decreciente. Afirmamos que para todo k,n en N se cumple
Un"®) = kU(n). (6)

Para verificar esto, consideremos k experimentos independientes entre si que tengan resultados equidistribui-
dos (1/n,...,1/n). La distribucién del experimento conjunto es entonces (1/n*,...,1/n¥), y la propiedad
(iv) implica que

k
U(nk) :H(l/nk,...,l/nk) :Z H(1/n,...,1/n)=kH(1/n,...,1/n) =kU(n).

i=1

Consideremos ahora dos enteros positvos arbitrarios m y n. Para cada k € N existe un tnico ¥’ = k'(k) € N
tal que

mk/ <nk < mklﬂ.
Observe que estas desigualdades implican
!/ /
K logn) K1
k ~log(m) — k k
y por lo tanto
' _ log(n)

oo k. log(m)
Por otra parte, la monotonicidad de la funcién U y la desigualdad (6) implican que
KUMm)<kU(n) < (K +1)U(m),
por lo que

Un) _ log(n)

U(m) ~ log(m)| =

=




Pasando al limite cuando & tiende al infinito obtenemos entonces
Un) _ U(m)
log(n) _ log(m)’

Como m y n son enteros positivos arbitrarios, la expresién anterior es constante (y positiva), es decir que
existe ¢ > 0 tal que U(n) = clog(n) para todo n € N, como queriamos probar.

Fijemos ahora m numeros racionales p; = ¢;/q tales que > .p; = 1 (cada ¢; es un entero positivo).
Queremos probar que
n
i=1

Para ello, consideremos un experimento a n resultados A; de probabilidad p;. Imaginemos ahora otro
experimento dependiente del primero consistente de g eventos By, ..., B, tales que:

- dichos eventos pueden ser distribuidos en n grupos conteniendo respectivamente q1, qo, . . ., ¢, elementos;

- si el evento A; tuvo lugar en el primer experimento, entonces en el segundo sélo pueden ocurrir los eventos
del i-ésimo grupo, cada uno con la misma probabilidad 1/¢;.

Las condiciones impuestas determinan tnicamente la entropia condicional:

H(P2/P1) = ZpiH(l/qi) o 1/g) = CZP:‘ log(g;) = CZP:‘ log(p;) + clog(q).

Por otra parte, para i € {1,...,n} cada evento de la forma A; N B; se produce con probabilidad nula o
igual a p;/q; = 1/q, y ésta tltima situacién se produce en exactamente g; ocasiones. Esto implica que
H(P1 V Py) = clog(q), por lo que la condicién (v) nos da

H(Py) + > pilog(pi) + clog(q) = clog(q),

i=1

de donde (7) se deduce inmediatamente.

Finalemente, puesto que hemos asumido que la (restriccién a cada A,, de la) funcién H es continua, la
validez de (7) para entradas racionales implica su validez para todo (p1,...,pn) € A,. O

En lo que sigue consideraremos siempre la normalizacién segin la cual ¢ = 1. Una particién (finita)
P ={A1,...,A,} de un epacio de probabilidad en conjuntos A; de probabilidad p; tiene entonces asociada
una entropia igual a

H(P) = pilog(1/p:).
=1

La funcién H(s) = —slog(s) satisface propiedades muy interesantes. Sin duda que la mds utilizada es
su concavidad, asi como el hecho que H(0) = H(1) = 0. Ellas permiten probar (rigurosamente) muchas
desigualdades frecuentemente utilizadas en la teoria, como por ejemplo

H(Pa) < H(P2/P1), (8)



que conjuntamente con (v) implica
H(P1V Py) < H(P1)+ H(Ps). (9)

Ahora bien, la desigualdad (8) es intuitivamente obvia: al considerar H(Py/P1) estamos asumiendo el
conocimiento del experimento asociado a P;, mientras que en H(Ps2) no disponemos de tal informacién.
En otras palabras, cada vez que disponemos a priori de cierta informacién, la incerteza serd menor. De-
jamos a cargo del lector la tarea de “asimilar” mediante argumentos heuristicos andlogos (o probar usando
desigualdades de convexidad) las siguientes propiedades:

(1) H(P1V P2/Ps) = H(P1/Ps) + H(P2/P1 V P3);
(i) H(P1 V P2/ Ps) < H(P1/P3) + H(P2/P3);
(iil) si cada elemento de P; es unién de elementos de Pq, entonces H(Py) < H(Ps);
(iv) si cada elemento de P; es unién de elementos de P, entonces H(P/Py1) > H(P/P2);
Para mayor informacién en relacién con lo anterior, recomendamos la lectura de [4]. Para cerrar esta

seccién, presentamos un lema técnico que es constantemente utilizado en teoria ergddica.

Lema 1.2. Sea (an)nen una sucesion de nimeros reales. Suponga que existe una constante C > 0 tal que
|am+n — Qm — an| <C (10)
para todo m,n en N. Entonces existe un dnico p € R tal que la sucesion (|a, — np|)nez es acotada. Dicho

valor es igual al limite de la sucesion (a,/n) cuando n tiende al infinito (en particular, este limite existe).

Demostracién. Para cada n € N consideramos el intervalo I,, = [(an, — C)/n, (a, + C)/n|. Afirmamos que
Iy, estd contenido en I, para todo m,n en N. En efecto, de (10) se obtiene |amy — may| < (m —1)C, de
donde se concluye que ap,, + C < ma,, + mC, y por lo tanto
amn +C _an+C
mn ~— n

Andlogamente se prueba que
Amn — C S n = C

mn - n
y estas dos tultimas desigualdades implican que I,,,,, C I,.

Una aplicacién simple de la propiedad de interseccién finita muestra que la interseccion I = N,enl, €s
no vacia. Si p € I entonces p pertenece a I,, para todo n, de donde se concluye facilmente que

lan, — np| < C. (11)
Luego, p satisface la afirmacién del lema. Si p’ # p entonces
|lan —np'| = |(an —np) +n(p—p')| = nlp—p'| = C,

por lo que |a,, — np’| tiende al infinito. Finalmente, de (11) se deduce que |p — a,,/n| < C/n para todo n,
por lo que p = lim(a,/n). O

En lo que sigue, nosotros utilizaremos sélo la existencia del limite de la sucesién (a,,/n). Hemos querido
sin embargo presentar la version completa del lema, pues ella es muy importante en el estudio de invariantes
de tipo “algebraico” de ciertos sistemas dindmicos (vea por ejemplo [10]).



Ejercicio 1.3. Sea (an)nen una sucesidn casi subaditiva, es decir una sucesién para la cual existe una constante
C > 0 tal que para todo m,n en N se verifica

Am+n S am +an + C

Pruebe directamente la existencia del limite (en R U {—o0}) de la sucesién (an/n)nen. Pruebe ademds que si (an) es
subaditiva, es decir si C' = 0, entonces la sucesién (an/n) es decreciente.

2 Entropia medible

Para el estudio de la dindmica de una transformacién, es fundamental trabajar con medidas invariantes.
Es por ello que el teorema siguiente, debido a Bogoliubov y Krilov, es de vital importancia. Recuerde que
siT: X — X es una transformacién medible, la imagen de p por T es denotada por Ty (u) y definida por
T.(p)(A) = p(T~1(A)) para cada subconjunto medible A de X. La medida u es invariante (por T) si se
cumple T (u) = p.

Teorema 2.1. Si T es una tranformacion continua de un espacio métrico compacto X, entonces existe al
menos una medida de probabilidad sobre los boreleanos de X invariante por T'.

Demostracion. Recuerde que el espacio de las medidas de probabilidad sobre los boreleanos de un espacio
métrico compacto se identifica a la interseccién de la esfera unidad con el cono positivo del espacio dual de
las funciones continuas: cada p € Prob(X) induce un funcional lineal positivo L, : C(X) — R, a saber

lM@=Aﬂ@W@-

Dotado de la topologia débil estrella, Prob(X) es entonces un espacio (métrico) compacto. Fijemos uno de
sus elementos p. Para cada n € N consideramos la medida de probabilidad u, definida por

b = L+ T + (20 o (@) ).

Por la compacidad de Prob(X), la sucesién (i) contiene una subsucesién convergente (i, ). Sea v el limite
de esta subsucesién. Afirmamos que v es invariante por 7. En efecto, la igualdad Ty (v) = v es equivalente
a que, para toda funcién continua ¢ : X — R,

[ e@ e = [ o) dvta).

X

Ahora bien, a partir de Ty (in) = pn + ((T7) (1) — p)/n se deduce que
[er@ie) = [ o) ir.o)@
b X

= lim (,0(33) dr (Mnk ) (.Z’)

k—oo [x
. 1 o 1
= lim X@(w) dpin () + lim - /X () d(T™ )« (p)(2) — lim - /X o(z) dp(z)

- mewm,



que es la igualdad que queriamos demostrar. [J

Denotaremos por Probr(X) al espacio de las medidas de probabilidad de un espacio X que son invariantes
por una transformacion 7.
Ejercicio 2.2. Considere la transformacién T : [0,1] — [0, 1] definida por T'(0) = 1y T(z) = x/2 para z €]0, 1].
(i) Pruebe que no existe ninguna medida de probabilidad sobre [0, 1] invariante por 7.
ii) Dé un ejemplo de una métrica sobre [0, 1] para la cual T sea una transformacién continua.

)

(iii) Concluya que X no puede ser compacto respecto a una métrica que satisface la propiedad en (ii).
Ejercicio 2.3. Sean (X, A) e (Y, B) dos espacios provistos de o-dlgebras. Suponga que existe una biyeccién medible

® : X — Y cuya inversa es medible. Dada una transformacién medible S : X — X, denote por T : Y — Y la
transformacién ® o S o ®71,

(i) Pruebe que si p es una medida de probabilidad sobre (X,.4) invariante por S, entonces v = ®, (1) es una medida
de probabilidad en (Y, B) invariante por T (recuerde que ®.(u)(B) = u(®~*(B))).

(ii) Pruebe que la aplicacién S : [0,1] — [0, 1] definida por
S(x)=2x si x€]0,1/2], Sx)=2(1-2) si ze€[1/2,1],

preserva la medida de Lebesgue (esta transformacién es conocida como la “transformacién de la carpa”, debido a su
gréfica).

(iii) Considere el homeomorfismo ® : [0,1] — [0, 1] dado por ®(z) = sen’(rx/2). Verifique que se tiene la igualdad

T(x)=®0So0d '(z) =4x(l — x).

(iv) Concluya que la medida de probabilidad v dada por
dx

my/z(l —x)

es invariante por la transformacién (logistica) T : [0, 1] — [0, 1] definida por T'(z) = 4x(1 — ).

dv =

Ejercicio 2.4. Considere la aplicacion de Gauss T :]0,1] —]0, 1] definida por T'(z) = {2}. Pruebe que la
medida p dada por

1 dx

~log(2) 14

es una medida de probabilidad invariante por T'.

dp

~—

Sea X un espacio provisto de una medida de probabilidad p. Dada una particién P de X en una familia
finita de conjuntos medibles, denotamos por H(P) = H(P, 1) su entropia respecto a p, es decir

H(P,p) ==Y n(A)log(u(A) = > H(p(A)).

AeP AeP

Si T es una transformacién de X que preserva y, para cada n € N denotamos P, = P V...V T~ (P) la
particién cuyos elementos son conjuntos de la forma A;, NT71(A4;,) N...NT~"=Y(A; ), donde los A;,



son elementos de la particién original P. Afirmamos que la sucesién (H(Pp))nen es subaditiva. En efecto,
por (9) tenemos

H(Ppyn) = H(PV.. VT~ (=D (p))
< HMPV..vT "=D(P)+ H(T™ (7?) V..o T mEn=pyy
= H(PV..VT " DP)+HPV...vT-"D(P))
= H(P ) H(Pr).

La subaditividad de la sucesién (H(P,,))nen permite entonces definir la entropia de T respecto a P por

h(T,pn,P) = lim A (Pn) = inf H(Pn)

n—oo n n>0 n

La entropia (medible) de T respecto a u es el supremo de los valores de la entropia respecto a diferentes
particiones finitas, es decir
h(T, p) = sup h(T, pu, P).
P

Ejercicio 2.5. Pruebe que a lo largo de la definicién precedente, es posible reemplazar las particiones finitas por
particiones de entropia finita, sin alterar el valor final de la entropia de la transformacién.

De la definicién se concluye inmediatamente que la entropia respecto a una medida es invariante por
conjugaciones medibles: si S : X — X preserva u € Prob(X) y ® : X — Y es una bijeccién medible con
inversa medible, entonces para la transformacién T = ® o0 So®~1 : Y — Y se cumple

h(T, @. () = h(S, ).

Ejercicio 2.6. Generalizando lo anterior, pruebe que si S y T son semiconjugadas, es decir si existe ® : X — Y
medible (no necesariamente invertible) tal que ® o S = T o ®, entonces se tiene la desigualdad de monotonicidad

BT, ®. (1)) < h(S, p). (12)

Decir que A;, NT71(Ay,)N...NT~ =D (A; ) es el elemento de P,, que contiene a x € X es equivalente
a prescribir (hasta el orden n — 1) el itinerario de = respecto a P:

x € Aila T(l’) € Ai2, . Tnil(l') € Ain—l'

Consideremos ahora la aplicacion T como un “experimento” cuyos resultados son leidos usando sélo los
elementos de la particién prescrita P. Si bien los experimentos repetidos 7', ..., T"™ no son independientes
entre si, ellos pueden comportarse con cierta independencia cuando sus resultados son leidos respecto a la
misma particién P. Si esto ocurre, H(P,,) crece linealmente, y por lo tanto h(T,P) > 0.

El célculo de la entropia no siempre es sencillo, pues de acuerdo a la definicién debemos tener si-
multadneamente en consideracion todas las posibles particiones finitas medibles del espacio X. Sin embargo,
las cosas se simplifican cuando existe una particién generadora, es decir una particion P tal que la o-algebra
generada por la reunién de las P,, coincide con la o-dlgebra original de X. El importantisimo resultado
siguiente fue obtenido a Kolmogorov y Sinai. Una demostracién puede ser hallada en [19] o en [24].



Teorema 2.7. Si P es una particion generadora de entropia finita, entonces h(T, p) = h(T, 1, P).

Ejemplo 2.8. Sobre el espacio de sucesiones infinitas X = {0, 1} considere la medida de Bernoulli equi-
librada p invariante por el desplazamiento T : X — X definido por T'(x1,xo,...) = (x2,x3,...) (recuerde
que la medida de Bernoulli equilibrada es aquélla que asigna a cada cilindro de longitud n una masa igual a
1/2™). La particién P = {Xo, X;} de X dada por

Xi:{(.fl,x27...) : xlzi}, ZE{O’I}’

es generadora. En efecto, los elementos de P,, corresponden exactamente a los cilindros de longitud n, y
la o-dlgebra sobre X es justamente aquélla generada por los cilindros (de longitud finita). Del teorema 2.7
concluimos que

T, ) = h(T, p, P).

Ahora bien, cada elemento de P, tiene masa igual a 1/2", y como P,, contiene 2™ cilindros, su entropia
es igual a —log(1/2™) = nlog(2). A partir de la definicién obtenemos h(T, u, P) = log(2), por lo que la
entropia de T respecto a p es igual a log(2).

Ejercicio 2.9. De manera més general, verifique que la entropia del desplazamiento en el espacio de sucesiones a k
simbolos respecto a la medida de Bernoulli es igual a log(k).

Dadas una transformacién medible 7' : X — X y una particién de entropia finita P de X, para cada
x € X y cada n € N designamos por P, (x) el elemento de P,, que contiene a x. La entropia local de T en z
(respecto a Py u € Probr(X)) se define por

. lo Pr(z

ho(T, 1, P) = lim — 08P (@), (13)
n—oo n

Obviamente, esta definicién es pertinente sélo si el limite correspondiente existe. Sin embargo, esto ocurre

para casi todo punto, como queda estipulado en la primera parte del importantisimo teorema siguiente,

debido a Shannon, Mc Millan y Breiman.

Teorema 2.10. La convergencia (13) se produce en casi todo punto v € X y en L'(X,p), y se tiene la
tqualdad

h(T,,LL,P)Z/th(T,,LL,P). (14)

Observe que la aplicaciéon x — h, (T, u, P) es invariante por T. Luego, si T es ergddica respecto a p,
entonces ella es constante c.t.p., siendo el valor de dicha constante igual a h(T, u, P).

Ejercicio 2.11. Considere el desplazamiento en el espacio de sucesiones infinitas a k simbolos dotado de una medida
de Bernoulli no necesariamente equilibrada (es decir, las probabilidades correspondientes a simbolos diferentes pueden
ser distintas). Usando la ley de los grandes nimeros de Borel, pruebe que la igualdad h(T, u) = hy (T, p, P) se verifica
en casi todo punto z € X (considerando la particién inicial P en cilindros de longitud 1).



3 Entropia topolégica

Dada una transformacién 7' de un espacio métrico compacto X, para cada ¢ > 0y cadan € N denotemos
por H(T,n,e) el nimero méximo de puntos del espacio X cuyas 6rbitas por T' se e-separan antes de n
iteraciones. De manera mds precisa, H(T,n,¢) es el maximo entero positivo k para el cual existen puntos
distintos @1,..., ) en X tales que, para cada i # j, se tiene dist(T™ (x;), T™(x;)) > € para algin m < n.

Para espacios y transformaciones razonables, el valor de H(T,n,¢) es finito. Definimos entonces

log(H(T
h(T’ 5) = lim sup w
neN n

Observe que el valor de h(T,¢) crece cuando € > 0 decrece, lo que permite definir la entropia topoldgica de
T por

hiop(T) = lim h(T'€) = sup hT,e).

Ejemplo 3.1. En el espacio X = {0, 1}V consideramos la distancia

dist(x,y) = Z LZ _ yl'

2i
i>1

Dados dos enteros positivos r y n, es ficil verificar que dos puntos © = (z1,22,...) e y = (Y1, Y2, ...) estan
(1/2",n)-separados por el desplazamiento T si y sélo si existe algin m < n+r para el cual 2, # ym,. De
esto se concluye que h(T,n,1/2") = 2"*"=1 por lo que

1 2n+r—1
h(T,1/2") = limsup M

n—0o0

= log(2),

y por lo tanto hye,(T) = log(2).

Ejercicio 3.2. Pruebe que si T es un homeomorfismo de un espacio métrico compacto X, entonces se tiene la
igualdad hiop(T) = htop(T™1).

La entropia topolégica mide el grado de divergencia exponencial de las érbitas de una transformacion.
Su célculo preciso no siempre es sencillo. Una de las herramientas usadas para él viene dada por el impor-
tantisimo principio variacional, contenido en el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Si T es una transformacion continua de un espacio métrico compacto, entonces

hiop(T) = sup{h(T, ), 1 € Probr(X)}. (15)

La demostracién de este resultado es técnicamente elaborada y puede ser hallada en [24]. Observe que en
él no se estipula la existencia de una medida de probabilidad p en X para la cual se tenga hyop (1) = h(T, ).
En efecto, un tal estado de equilibrio no siempre existe. A continuacién presentamos un ejemplo sencillo
pero “artificial” ilustrando esta situacién.
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Ejemplo 3.4. Sea T,, : X,, — X, una sucesién de transformaciones continuas entre espacios métricos
compactos tales que hiop(Th) < hiop(Th+1) para todo n € Ny sup,,cy htop(Tn) < 0o. Considere el espacio
X = ®X, U{w} obtenido como la compactificacién de Alexandrof de la reunién disjunta de los X,,. Defina
T:X — XporT(x) =Ty(x)siz € X, y T(w) = w. La aplicacién T es continua y no admite estado
de equilibrio. En efecto, en caso contrario existiria una medida de probabilidad ergédica p que realiza la
igualdad en (15). Ahora bien, si u € Probr(X) es ergddica, entonces u(X,,) = 1 para algin n € N, o bien
u({w}) = 1. El segundo caso implica obviamente que h(T, ) = 0. El primer caso implica por su parte que
MT, 1) = M(Thny 18) < hiop(Th) < hiop(Trt1) < hiop(T), y por lo tanto g no puede ser un estado de equilibrio.
Dejamos la verificacién de los detalles a cargo del lector.

No es dificil probar que la no existencia de estado de equilibrio implica que ninguna particién (de entropia
finita) puede ser generadora para la transformacién (vea [24] o [13]).

Ejercicio 3.5. Usando el principio variacional y la desigualdad (3), reobtenga el resultado del ejemplo 3.1. De manera
mas general, pruebe que la entropia topolégica del desplazamiento en el espacio de las sucesiones a k simbolos es
igual a log(k).

Ejercicio 3.6. Dé dos demostraciones diferentes de la nulidad de la entropia topolégica de todo homeomorfismo del
circulo.

Observacion 3.7. Anilogamente al caso de la entropia medible, de la definicién se concluye inmediatamente
que h¢op €s invariante por conjugaciones topoldgicas: si S : X — X es una aplicacién continuay ¢ : X — Y
es un homeomorfismo, entonces para la transformacién 7' = ®0So® 1 : Y — Y se cumple hiop(T) = hiop(S).
Resulta interesante remarcar que el principio variacional permite refinar esta propiedad. En efecto, la relacién
(15) implica que si una biyeccién medible (no necesariamente continua) conjuga dos aplicaciones continuas,
entonces éstas poseen la misma entropia topoldgica.

A continuacién presentaremos una aplicacién sencilla de la igualdad (15), ilustrando asf la filosoffa de un
principio general de la teoria ergédica: para obtener resultados de naturaleza puramente topoldgica, a veces
es necesario utilizar las medidas invariantes. Recordemos que, para una transformacién continua 7" definida
sobre un espacio métrico compacto X, el conjunto no errante Q(T) es aquél constituido por los puntos x € X
tales que, para toda vecindad V de = en X, existe n € N tal que T*(V) NV # (.

Proposiciéon 3.8. SiT es una transformacion continua de un espacio métrico compacto, entonces la entropia
topologica de la restriccion de T a su conjunto no errante es igual a la entropia topoldgica de T.

Demostracién. De la definicién se concluye inmediatamente que Q(7') es un conjunto cerrado. Luego,
por el principio variacional, para la entropia topolégica h(T|qr)) de la restriccién de T a dicho conjunto se
cumple

h(T|ocry) = sup{h(T|a(r), 1), 1 € Probr(Q(T)).}

Para probar la proposicién, debemos establecer entonces una correspondencia entre las medidas de proba-
bilidad sobre X invariantes por T y aquéllas sobre Q(T') invariantes por la restricciéon de T. Dicha corre-
spondencia viene dada por la afirmacién siguiente: si p pertenece a Probr(X), entonces el soporte de u estd
contenido en (7). Para probar esta afirmacién, fijemos un punto arbitrario z en el complemento de Q(T).
Por definicién, existe una vecindad V' de x tal que T™(V) NV = ) para todo n € N. De ello se concluye
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que los conjuntos T~" (V') son dos a dos disjuntos paran > 0 (puessin>m >0y T-"(V)NT™(V) # 0,
entonces T"~™(V) NV # (). Por la invariancia de x concluimos que, para todo n € N,

n—1

12> (VS THV)) = Y (T (V) = nu(V),
k=0

lo cual implica evidentemente que u(V) =0. O
De entre los numerosos resultados de dindmica topolégica que pueden ser obtenidos mediante métodos

ergddicos, uno de los mds notables es el que presentamos a continuacién, debido a Katok [17].

Teorema 3.9. Sea T un difeomorfismo de una superficie compacta de clase C*T7 para algin 7 > 0. Si la
entropia topolégica de T es positiva, entonces T posee una infinidad de puntos periddicos.

En efecto, bajo las hipétesis del teorema se puede concluir la existencia de una herradura de Smale [21]
para algun iterado de T

Ejercicio 3.10. Dada una transformacién continua 7' : X — X, denotemos por P,(T) al conjunto de los puntos
periédicos de T' cuyo periodo es igual a n. Uno de los problemas més interesantes de la teoria ergddica es la busqueda
de condiciones que garanticen la igualdad (conocida como “férmula de Mané”)

L log(IP(T)]).

n— oo n

htOP(T)

Verifique que esta férmula es valida para el desplazamiento en el espacio de sucesiones infinitas de un nimero finito
de simbolos.

4 La entropia en teoria de grupos

Diversas nociones de entropia han sido propuestas para el estudio general de acciones de grupos. Como
veremos en las secciones que siguen, ellas deben tener en consideracion simultaneamente la dindamica de la
accién y la estructura algebraica del grupo. Los tépicos que presentamos son la ventana de entrada a un
area de la matematica de gran desenvolvimiento en la actualidad.

4.1 Entropias topolégicas

Una accién de un grupo I' por homeomorfismos de un espacio métrico X es una correspondencia entre
cada elemento g € T’ con una transformacion continua g(g) de X, de modo que para todo g, h en I" se cumple

o(gh) = o(g) o o(h),  olg™") = olg)™".

En otras palabras, ¢ : I' — Homeo(X) es un homomorfismo de grupos. Para simplificar, supondremos en lo
que sigue que este homomorfismo es inyectivo, y denotaremos a o(g) simplemente por g.

Supongamos que ' sea finitamente generado y fijemos en él un sistema finito y simétrico de generadores
Gi = {g1,-..,9m} (el término simétrico significa que si g € G; entonces g~' € G;). Para cada g € T
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definimos la longitud de g (o la distancia de ¢ al elemento neutro) como el nimero minimo de elementos (no
necesariamente distintos) de G; que son necesarios para representar a g. De manera més precisa,

long(g) = dist(e,g) = min{n € N: g = g5, 9i, 9i,,, 9i; € G1}-

La distancia entre dos elementos arbitrarios del grupo queda homogéneamente definida mediante la igualdad
dist(g,h) = dist(e,h~'g). Los elementos del grupo I' pueden asf ser pensados como los vértices de un
grafo, conocido como grafo de Cayley (asociado a Gp). La inclusién de T' (provisto de la métrica dist) en
el grafo de Cayley (dotado de la métrica simplicial) es una isometria. Denotaremos por B(e,n) al conjunto
de elementos de I' de longitud menor o igual a n (es decir, al conjunto de los vértices contenidos en la bola
cerrada cuyo centro es el elemento neutro y cuyo radio en igual a n en el grafo de Cayley). La esfera de radio
n correpondiente serd denotada simplemente por S,,.

Inspirdndose en la definicién de la seccién (3), dados € > 0 y n € N denotemos por H(I',n,¢) la cantidad
méxima de puntos de X que estdn e-separados por algin elemento de B(e,n — 1). Definimos entonces

log(H (T’
B 2) = limsup 28 (L:1:2))

n—00 2n

(16)

El valor de h(T",e) aumenta cuando ¢ > 0 decrece. Definimos entonces la entropia topoldgica (de la accién
de T') por
h(I") = lim h(T',e) = sup h(T, ¢).
e—0 e>0

Debe tenerse siempre en cuenta que el valor de h(I') no es inherente a la estructura algebraica del grupo,
sino que depende de la accién considerada. Ella depende también del sistema de generadores elegido. Sin
embargo, el lector verificara sin dificultad que si la entropia de la accién es positiva para un sistema (finito)
de generadores, entonces ella es positiva respecto a cualquier otro sistema (finito) de generadores.

Ejercicio 4.1. Pruebe que para acciones del grupo de los enteros, la definicién precedente coincide con aquélla dada
en la seccién 3 (gracias a este ejercicio el lector comprenderd la naturalidad del factor 2 en el miembro a derecha de

(16)).

Ejemplo 4.2. Considere dos transformaciones de M&bius hiperbdlicas hy y hs cuyos conjuntos de puntos
fijos sean disjuntos. Designemos por p (resp. p’) el punto fijo repulsor (resp. atractor) de hy. Cambiando hgy
por hy ! si es necesario, podemos suponer que el punto ¢ = hy(p) pertenece al intervalo |p,p'[ (respecto a la
orientacién candnica del circulo). Fijemos § > 0 tal que p+ 48 < ¢ y ha([p,p+9]) Clg,p’], y consideremos
un entero positivo suficientemente grande k de modo que hfk(hg (p+0)) <gq. SienI fijamos un sistema de
generadores que contiene a g1 = hl_k y g2 = he (asi como a sus inversos), entonces para todo n € Ny todo
€ > 0 menor que min{d, dist(p + 9, q), dist(q, g2(p + 9))} se verifica

H(T,2n,¢) > 2"*2 (17)

(en particular, la entropia topoldgica de la accién es positiva, pues estd minorada por log(2)/2). En efecto,
si denotamos I} = [p,p+ 8] y Io = g2(I), entonces podemos definir

Ly=g1(1), TLa2=aq(l),

Inq =g2(I1 1), Iy o = go(I12).
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De manera mas general, si los intervalos I, ;. _, han sido definidos para cada (iy,...,i,—1) € {1,2}"7 1|
hacemos

Liivrin s = 91iy i 1), Loivoin s = 92114y, in 1)

Los intervalos I;, .. ;, corresponden a aquéllos aparecen en la n-ésima etapa de la construccién de un conjunto
de Cantor (observe sin embargo que nosotros necesitamos de 2(n — 1) transformaciones para generar cada
uno de ellos a partir de I e Is). Considerando los inversos de los elementos que originan dichos intervalos, se
comprueba facilmente que sus extremos son puntos que estén (2n, €)-separados por la accién. La desigualdad
(17) se deduce entonces del hecho que existen 2" intervalos en la n-ésima generacién (y cada uno de ellos
posee dos extremidades).

Resulta evidente de la definicién y del ejemplo precedente que si el grupo I' es “grande”, entonces es mas
facil obtener acciones de entropia positiva. Las nociones a continuacién resultan por lo tanto naturales; ellas
fueron introducidas por Milnor en [18].

Definicién 4.3. Dados un grupo I' y un sistema (finito y simétrico) de generadores G, = {g1,...,9m},
la funcion de crecimiento L = Lg, : N — N es aquélla que asocia a cada n € N el cardinal L(n) de la
bola B(e,n) de centro e y radio n en el grafo de Cayley correspondiente. El grupo T' tiene crecimiento
polinomial si existe un polinomio P tal que L(n) < P(n) para todo n € N. Si tal es el caso, el grado minimo
de un polinomio verificando dicha propiedad es llamado el grado de crecimiento de T'. Se dice que I' tiene
crecimiento exponencial (resp. subexponencial) si L(n)'/™ converge a un limite mayor que (resp. igual a) 1
(observe que por el lema 1.2, la expresién L(n)'/™ es convergente; denotaremos por ¢(T') = ¢(T', G1) el limite
correspondiente).

Observe que las nociones de crecimiento exponencial, subexponencial o polinomial, son invariantes bajo
cambio de sistema (finito) de generadores (a pesar de que el valor de ¢(I",G1) depende de Gy).

Ejercicio 4.4. Pruebe que si un grupo tiene crecimiento polinomial de grado k respecto a un sistema (finito) de
generadores, entonces ocurre lo mismo respecto a cualquier otro sistema (finito) de generadores.

Observacion. Un célebre teorema de Gromov estipula que un grupo finitamente generado es de crecimiento polino-
mial si y solamente si él contiene un subgrupo nilpotente de indice finito (vea [12]).

Como hemos visto en el ejemplo 4.2, si un grupo de homeomorfismos de S' posee un elemento con un
punto fijo topolégicamente contractivo cuyo dominio de atraccién contiene al menos un elemento de la érbita
del punto fijo, entonces la entropia topolégica de la accién del grupo en cuestién es positiva (para el lector
interesado no en la entropia sino que en el crecimiento de grupos de difeomorfismos, recomendamos la lectura
de [20]). La reciproca de esta tltima afirmacién es valida para grupos de diffeomorfismos de clase C**7 de
S!. Esto es una consecuencia de un resultado mucho m4s general (demostrado originalmente en clase C?),
debido a Ghys, Langevin y Walzac [11]. Una presentacién de ficil acceso del teorema a continuacién aparece
en [5].

Teorema 4.5. Si una foliacion de codimension 1 y transversalmente de clase C*™7 (con 7 > 0) tiene
entropia positiva, entonces ella posee hojas de tipo resorte hiperbdlico.

Algunas aclaraciones son necesarias. Primeramente, recuerde que en una foliacién no corresponde pre-
cisamente a una accién de grupo. Sin embargo, si fijamos un sistema (completo) de transversales, entonces
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las aplicaciones de holonomia constituyen un pseudo-grupo (es decir que las aplicaciones en cuestién sélo
estdn definidas localmente). La nocién de entropia se generaliza directamente para pseudo-grupos, y esta
definicién generalizada es la que consideramos en el teorema citado més arriba. Una hoja es hiperbdlica si la
holonomia asociada a un lazo no homotopicamente trivial en ella fija un punto de la transversal determinando
un elemento del pseudo-grupo de holonomia con un punto fijo hiperbélico. Si la hoja en cuestién intersecta
a la transversal dentro del dominio de atraccién de dicho punto, entonces estamos en presencia de una hoja
que se acumula sobre si misma, o mas precisamente de una hoja resorte

4.2 El problema de la medida invariante

El teorema de Bogoliubov y Krylov, el cual implica en particular que para todo homeomorfismo de un
espacio métrico compacto existe (al menos) una medida de probabilidad invariante, no es vélido para el caso
general de acciones de grupos. Presentamos a continuacién dos ejemplos sencillos; el segundo de ellos (que
es una generalizacién del primero) fue ideado por Furstenberg y reviste especial interés (vea [25] para una
discusién més detallada).

Ejemplo 4.6. El grupo de homeomorfismos del circulo del ejemplo 4.2 no preserva ninguna medida de
probabilidad sobre S'. Dejamos la verificacién de esto a cargo del lector.

Ejemplo 4.7. La accién natural del grupo SL(n,R) = {M € M(n x n,R) : det(M) = 1} sobre el espacio
proyectivo RP" ! no admite medida invariante (donde n > 2).

Para demostrar esta afirmacion, consideremos una sucesién (gi) de elementos de SL(n,R) que escape
de todo compacto. Cada g puede ser representado por una matriz My tal que || M| = 1, donde || - || es
una norma completa en el espacio de matrices n x n. Pasando a una subsucesiéon podemos suponer que
Mj, converge a cierta matriz M, la cual serd necesariamente no invertible (pues en caso contrario (gi) no
escaparia de los compactos). Sea F la imagen de R"~! por la aplicacién lineal correspondiente a M.

Supongamos que p sea una medida de probabilidad sobre RP"~! invariante por SL(n,R). Dejamos al
lector verificar, a partir de la igualdad My (p) = p (vélida para todo k € N), que M (u) = p. Esto tltimo
implica que el soporte de p estd contenido en E (identificamos un espacio vectorial a su imagen en R]P’"il).

Sea h € SL(n,R) tal que dim(E N A(E)) < dim(E). De la igualdad h(u) = u se concluye que sop(i)
queda incluido en E N h(E). Procediendo inductivamente concluimos que p es una medida cuyo soporte es
un espacio vectorial de dimensién uno, es decir, un punto en RP"~!. Sin embargo, esto es imposible, ya que
la accién de SL(n,R) en RP"™! es transitiva.

La importancia de la existencia de medidas invariantes para acciones de grupos amerita la siguiente
definicién.

Definicién 4.8. Un grupo I' es promediable si toda accién de I' por homeomorfismos de un espacio métrico
compacto admite (al menos) una medida de probabilidad invariante.

Existen muchas caracterizaciones de los grupos promediables. Nosotros nos concentraremos en el caso
de grupos finitamente generados. Para ilustrar nuestro problema, tratemos de utilizar la estrategia de la
prueba del teorema de Bogoliubov y Krylov para obtener una medida invariante para una accién arbitraria
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de un grupo I' sobre un espacio X. Fijemos un sistema (finito y simétrico) G; = {g1,. .., gm} de generadores
de T', asi como una medida de probabilidad p sobre X. Para cada n € N consideremos la medida

B Lgl (n - 1) geB(en—1)

Pasando a una subsucesion tenemos que limy_.o ptn, = v para cierta medida de probabilidad v. El problema
que se presenta es que ¥ no es necesariamente una medida invariante. En efecto, si tratasemos de repetir el
argumento de la demostracién del teorema 2.1, entonces deberiamos estimar una expresiéon del tipo

1
T 1 Z (9:9)+ (1)
Lo, (me = 1) g € B(e,ni — 1),

gi € G

Sin embargo, esta expresién no converge necesariamente a cero, pues puede darse el caso en que la cantidad
de elementos del conjunto B(e,ny) \ B(e,ng — 1) sea grande en comparacién a Lg, (n — 1). Las siguientes
definiciones resultan entonces naturales.

Definicién 4.9. Dado un subconjunto A C I', definimos el borde geométrico de A como el conjunto

0A= ] (AAgA),
9€G1

donde A denota la diferencia simétrica de los conjuntos respectivos.

Definicién 4.10. Una sucesién de Fglner para I' es una sucesién (A,,) de subconjuntos finitos de T' tales
que
_ |0A,|
lim

=0.

Utilizando el argumento de Bogoliubov y Krylov, no es dificil verificar que si I' admite una sucesiéon de
Fglner entonces toda accién de I por homeomorfismos de un espacio compacto admite una medida invariante.
El panorama completo queda aclarado entonces por el siguiente teorema, debido a Felner [8].

Teorema 4.11. Un grupo finitamente generado es promediable si y solo si admite una sucesion de Folner.

Es importante remarcar que esta caracterizacién es independiente del sistema de generadores. En efecto,
no es dificil verificar que el cuociente de las funciones longitud de un elemento g € I" con respecto a dos
sistemas finitos de generadores estd acotado por una constante que depende de ambos sistemas y es inde-
pendiente de g. Por lo tanto una sucesion de Fglner respecto a un sistema origina una sucesiéon de Fglner
respecto al otro sistema.

Ejercicio 4.12. Pruebe que si un grupo discreto posee un subgrupo libre a dos generadores, entonces dicho grupo
no es promediable.

Ejercicio 4.13. Pruebe que todo grupo abeliano es promediable.
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Ejercicio 4.14. Pruebe que la propiedad de promediabilidad es estable por operaciones elementales, es decir:
(i) todo subgrupo de un grupo promediable es promediable;

(ii) todo grupo que es limite directo de grupos promediables es promediable;

(iii) el cuociente de un grupo promediable es promediable;

(iv) la extensién de un grupo promediable por otro grupo promediable es promediable.

Concluya que todo grupo virtualmente soluble es promediable. Si tiene problemas para probar estas afirmaciones,
vea el capitulo 3 de [25].

Ejercicio 4.15. Pruebe de dos maneras diferentes que todo grupo de crecimiento polinomial es promediable.

Ejercicio 4.16. Generalizando el ejercicio anterior, pruebe que todo grupo finitamente generado y de crecimiento
subexponencial es promediable.

La discusién de este capitulo muestra que, para desarrollar una “teoria medible de grupos” que sea
interesante, deben ser introducidas nuevas ideas. Una de ellas consiste en considerar acciones (generalmente
libres) que a priori preservan una medida de probabilidad. Este punto de vista, desarrollado por Connes,
Weiss, Popa, Gaboriau y otros, se ha revelado muy fecundo y ha estrechado la teoria de grupos con otras
dreas de la matemadtica, como el dlgebra de operadores [6]. Otra perspectiva interesante, y que nosostros
introduciremos en las secciones que siguen, consiste en considerar el grupo como un sistema dindmico en
s{ mismo: la estructura del grupo puede ser leida directamente de su accién por traslaciones (teorema de
Cayley), y si asignamos “parametros de frecuencia” a dichas traslaciones (equivalentemente, para las tran-
siciones entre los elementos), entonces es esperable recuperar parte de esa informacién algebraica mediante
argumentos probabilisticos.

4.3 Caminatas aleatorias y entropia asintética

Consideremos un grupo (enumerable) I" provisto de una medida de probabilidad p. La caminata aleatoria
sobre I' siguiendo la ley dada por p consiste en el movimiento de un elemento a otro en el grupo, de modo
que en cada paso la probabilidad p(g — h) de ir desde g a h es igual a u(g~'h). Evidentemente, el
“comportamiento estadistico” de la caminata depende en gran medida de la estructura del grupo, pues cada
camino cerrado de la caminata corresponde a una relacién algebraica en T'.

Para estudiar la evolucién de la caminata, en el espacio de las sucesiones finitas de largo n de elementos
de T" podemos considerar la medida producto u X - - - x u (n factores). Bajo la accién de la aplicacién I'* — T
dada por
(91,9252 Gn) 7 9192 Gn,
la imagen de dicha medida es denominada la n-ésima convolucidn de p consigo misma, y denotada por p*(").
De manera un poco maés general, si i y v son medidas de probabilidad sobre I', entonces la convolucion u * v
es una nueva medida de probabilidad sobre I', definida por

prv(h) = > ulf)v(g).

fg=h

Cuando hablemos de la probabilidad de que cierto suceso que depende de n pasos ocurra en la caminata
inducida por i, estaremos técitamente pensando en la probabilidad correspondiente dada por p*(™). Por
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ejemplo, la probabilidad de transicién entre g y h en n pasos es p(™) (9 —h)= ) (g7 'h). Observe que si
w es simétrica, es decir si u(g) = u(g~!) para todo g € T, entonces lo mismo ocurre para la medida (k)
para todo k € N. En dicho caso se tiene la igualdad p*) (g — h) = p®) (h — g) para todo g,h en Ty todo
keN.

La nocién de entropia (asintética) para caminatas aleatorias sobre grupos fue introducida por Avez en
[2]. La idea es considerar la caminata aleatoria como “sistema dindmico”, interpretando los posibles estados
de esta caminata (tras el nimero correspondiente de pasos) como los “iterados” del sistema. De manera més
precisa, consideremos la entropfa H(u) de la particiéon P de T' en sus elementos, es decir

H(p) = ==Y n(g)log(i(g))-
gel’

Para cada n > 1 definamos

Ho(p)=H == ™ (g)log(u*™(g)).

ger

Observe que H,(u) puede ser igual a infinito si el soporte de p no es finito. Sin embargo, es ficil verificar
que si H(u) = Hyi(u) es finito, entonces H, (i) es finito para todo n > 1.

Lema 4.17. Si H, (1) < 00 para todo n € N entonces la sucesion (Hy,(u))nen es subaditiva.

Demostracién. Basta probar la desigualdad

H(py * po) < H(py) + H(pz)

para dos medidas de probabilidad cualesquiera sobre el mismo grupo I'. Esta desigualdad puede ser verificada
directamente, utilizando para ello la propiedad de concavidad de la funcién H(s) = —slog(s). Para una
prueba mé&s conceptual, observemos primeramente que, por definicién, la aplicacién I' x I' — I' dada por
(g, h) — gh envia la medida producto p; X g sobre uq * ps. Por la monotonicidad de la entropia, es decir
por (12), tenemos

H(py o) < H(py X pa).
Por otra parte, se cumple la relacién
H(py x p2) = H(pa) + H(p2).
Las dos relaciones anteriores concluyen la prueba del lema. [

Observacién 4.18. El mismo argumento de la demostracién precedente permite probar que si Hi(u) < oo
entonces H, (1) < nH(u) < oo para todo n > 1. Reciprocamente, si H(u) = oo entonces H,,(u) = oo para
todo n > 1.

Definicién 4.19. Si H(u) < oo definimos la entropia de la caminata aleatoria correspondiente a p por

h(T,p) = lim Hulp)

n— o0 n

)

y extendemos esta definicién por h(T', 1) = oo si H(u) = oc.
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En términos probabilisticos, h(T', ) es la informacién promedio de uno de los factores de un producto
hn = g1+ gn de n variables aleatorias independientes g; € I" con distribucion p.

Ejemplo 4.20. Si g = 7y + (1 — 7)us entonces

Hr™) = 3w (i + (1= 7)) ™ (o))

gel’
S (Z ()ra-mry u’;@(h)u;("‘“(hlg))
ger i=0 her
> 3 (”) Pl YN (Z u’{”)(h)uZ("—i)(h”g)>
i=0 gel hel
> (7)o X (s )
=0 g,hel
= > (M) X (w0t + 5 0 i )
i=0 g,hel’
= 2 (1) o) + )
1=0
> 30 (0)r - o ) + (0= DA )
=0
= n Th(Fhul) + (1 - T)h(l_‘?/’@))a
por lo que .
a0 = tim T ohn ) 4 (1 R )

Luego, si la entropia de I' respecto a una combinacién convexa de dos medidas de probabilidad p; y po es
positiva, entonces su entropia respecto a al menos una de las medidas originales es positiva.

Ejercicio 4.21. Sobre el grupo libre a dos generadores L» considere la medida de probabilidad v simétrica y
equidistribuida sobre dichos generadores. Calcule el valor de h(L2, u).

La entropia permite obtener informacién sobre un invariante probabilistico asociado a un grupo, a saber
su borde de Poisson-Furstenberg [9]. De esta manera, ella aparece relacionada con el espacio de las funciones
harmdnicas sobre I': si H(u) < oo entonces h(p) > 0 si y solamente si I' admite funciones harménicas
acotadas no triviales. Recordemos que una funcién ¢ : I' — R es harménica (respecto a u) si ella verifica la
igualdad de la media, es decir si para todo g € I' se cumple

0(g) =Y w(gh)u(h).

hel

Lamentablemente, no tenemos espacio suficiente para desarrollar en mayor profundidad este apasionante
tema. Nos limitaremos entonces a probar sélo un resultado concreto, a saber la desigualdad que relaciona
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el crecimiento, la razén de escape al infinito y la entropia de un grupo. El lector notara cierta similitud
entre dicho resultado y el principio variacional estudiado en la seccién 3. Para el estudio de otros tipos de
“equilibrio” ligados a la entropfa, esta vez en geometria diferencial, vea [3].

Definicién 4.22. Fijemos un sistema finito y simétrico de generadores en un grupo I'. Respecto a dicho
sistema viene asociada una funcién distancia dist. Si p es una medida de probabilidad sobre I', entonces se
define el k-ésimo momento de p por

My (p) =) dist(e, 9)* u(g)
gerl

Para analizar la relacién entre la entropia y el primer momento de una medida, necesitamos del siguiente
lema elemental, cuya demostracién ha sido tomada de [19].

Lema 4.23. Si una sucesion de nimeros i, €]0,1[ satisface ), 1 pn < 00, entonces se cumple

> i log(1/pn) < oo.

neN

Demostraciéon. Si I denota el conjunto de los enteros positivos tales que log(1/pu,) < n, entonces se tiene

Y mnlog(1/pn) = Y palog(l/mn) + D pnlog(1/pn)

neN nel n¢l
< D Y pnlog(1/ ).
nel n¢l

Observe que si n no pertenece a I entonces e~ ™ > u,. Usando la desigualdad (valida para todo ¢ €]0,1])
2
\/Elog“-/t) < )
e

concluimos que

> log(1/pn) < ZZ\//Tné %Ze‘”ﬂ < o0,

n¢l n¢l n¢l

lo cual finaliza la demostracién. O

Proposicion 4.24. Si p es una medida de primer momento finito, entonces su entropia también es finita.

Demostracion. Sea d la cardinalidad del conjunto prescrito de generadores de I'. La cardinalidad de cada
esfera S, estd superiormente acotada por d*, por lo que

- X uostuta) = (s 3 £ 1o (HEOL) 5 g togu(si)

gESK gESK M(Sk) gESkK
11(Sk) log(d") + pu(Sk) log(1/u(Sk))-

IN
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Por la hipétesis M7 (1) < oo y el lema anterior tenemos

> (Sk)log(1/p(Sk)) = M < o,

keN

de donde concluimos que

H(p) ==Y > nlg)log(u(g)) <log(d) My(p) + M. O
keEN ge Sy,

Queremos introducir ahora un pardametro, al que llamaremos razén de escape al infinito, que permita
medir el comportamiento estadistico de la distancia al elemento neutro de un elemento representado por una
palabra que es el producto de n generadores. La idea es que, dado que pueden producirse simplificaciones a
lo largo de esta palabra, es esperable que dicha distancia sea menor que n.

Definicién 4.25. Sea I' un grupo enumerable provisto de una medida de probabilidad p de primer momento
finito. La razon de escape al infinito de T' con respecto a p se define por
E(I,
[ I(y) = Tim 2Un), (18)
n—oo n
donde E(I,,) designa la esperanza de la funcién I,,(w) = dist(g; - - - gn, €) respecto a la medida p*(™) (donde
W= (glvg27 . ) € FN)

Obviamente, debemos verificar que esta definicién es pertinente, es decir que el limite correspondiente
siempre existe. Ello es una consecuencia casi directa del teorema ergédico subaditivo. En efecto, denotando
por T el desplazamiento en I'N, vemos que la sucesién de funciones I, satisface de manera evidente la
desigualdad

Ign(w) = In(w) + Inn (T" (w)).
Por el teoreme ergédico subaditivo, tenemos la convergencia c.t.p. de I,/n hacia cierta funcién limite 1.
Puesto que el cambiar un segmento finito de w no altera el valor de dicho limite, la ley 0-1 de Kolmogorov im-
plica que I es constante c.t.p. Finalmente, siendo siempre I, /n menor o igual a 1, el teorema de convergencia
dominada implica que dicho valor constante es igual a la razén de escape.

El hecho que I,,(w)/n converja para casi toda trayectoria w a la razén de escape al infinito puede ser
pensado como la validez de una “ley de los grandes nimeros” en el grupo I'. Presentamos a continuacién
algunos ejemplos.

Ejemplo 4.26. Si en I' = Z consideramos la probabilidad estdndar entonces se comprueba facilmente que

la igualdad Iop41(g91 - g2nt1) = Ion(g1 -+ - g2n) + 1 se verifica con probabilidad %[1 + %(27:‘)], mientras que

Iopni1(91 - g2n+1) = I2n(g1 -+ - g2n) — 1 se cumple con probabilidad % [1 - %(27:”)] Mediante la aproximacién
de Stirling n! ~ v/27mn (n/e)", se concluye que existen constantes positivas ¢, ¢ tales que
"1 (2 SN
]E(I2n+1) ]2022]<]> S ZW S C\/ﬁa

por lo que

I
lim 2n+1 <

—_

de donde se obtiene I = 0.
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Ejemplo 4.27. La razén de escape del grupo libre Lj respecto a la medida de probabilidad simétrica y
equidistribuida sobre sus generadores es igual a (kK — 1)/k. Como ya analizamos el caso en que k = 1,
supondremos que k es al menos igual a 2. En tal caso, si n > 1 entonces con probabilidad (2k — 1)/2k
se tiene I(g1 - gngn+1) = I(g1- - gn) + 1, mientras que I(g1 - gngn+1) = I(g1---gn) — 1 se cumple con
probabilidad 1/2k. De ello se deduce que

2k —1 1
E(In11) = E(In) + or T 9R
lo cual implica la igualdad I = (k — 1)/k via un argumento sencillo de suma telescépica.

A continuacién expondremos una desigualdad interesantisima que relaciona la razoén de escape al infinito
con el crecimiento y la entropfa de un grupo (vea [23] para mayores detalles).

Teorema 4.28. Si p es una medida de probabilidad cuyo soporte es finito y genera a I' como semigrupo,
entonces se tiene la desigualdad

h(L, p) < I(p) (T, sop(p)).

Demostracién. Fijemos € > 0 y denotemos por X, ,, al conjunto de elementos de I' a los que se llega en n
pasos de la caminata pero cuya distancia al elemento neutro se sitia en el intervalo [(1 —e)nl, (1 + &)nl)].
La discusién anterior muestra que *(" (X ,,) > 1 — ¢ para n suficientemente grande. Escribamos la medida
p*(™) como la combinacién convexa de dos medidas de probabilidad M1 Y H2n, donde (g 5, es la restriccién
normalizada de u*(”) a Xen ¥ Hon es la restriccién normalizada de ,u*(") al complemento de X.,. Una
aplicacion sencilla de (3) muestra que

H(T,5"™) < (1 - ) H(p1.0) — log(1 — 2) + e log(| B ).
Dividiendo por n y pasando al limite obtenemos

H(pn
(T, 1) < (1 —¢)liminf Hlp.n) + e ¢(T, sop(p)). (19)
n—oo n
Observe ahora que, considerando como conjunto generador a sop(u), el conjunto X, ,, estd contenido en la
bola B(e, (1+¢)nl). Puesto que el valor de H(u1,,) esta acotado por log(| X ,,|), a partir de (19) obtenemos

BT, 1) < (1— &) lim ing 228UBE A+ D))

n—oo

+ e ¢(T, sop(p)).

Como el valor de log(|B(e, (1 + €)nl|)/n tiende a (1 + €)Ic(T, sop(p)) cuando n tiende al infinito, tenemos
(T, 1) < (1 —eHIe(T, sop(p)) + ec (T, sop(p)).

Siendo esta desigualdad vélida para todo € > 0, concluimos finalmente que A(T, p) < I(p) (T, sop()). O

Ejercicio 4.29. Pruebe que para el caso de la medida simétrica y equidistribuida sobre los generadores del grupo
libre L, la desigualdad anterior es una igualdad.
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La desigualdad h(T', u) < I(p) (T, sop(p)) implica que si I(u) = 0 entonces h(T', u) = 0. La reciproca de
esta ultima afirmacién también es vélida, de acuerdo a un interesantisimo resultado de Varopoulos [1, 22].

Para concluir estas notas, enunciamos una version del teorema de Shannon, Mc¢ Millan y Breiman valido
para caminatas aleatorias sobre grupos. El resultado siguiente fue obtenido por Kaimanovich y Vershik en
[16] (vea también [7]).

Teorema 4.30. Si i es una medida de probabilidad de entropia finita sobre un grupo enumerable I', entonces
la convergencia

+(n)
T )

n— 00 n

= h(I‘7M>

tiene lugar tanto en casi todo punto w = (g1, g2,...) € TN como en L*(TV, u)
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