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Índice

INTRODUCCIÓN 2
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INTRODUCCIÓN

Consideremos un grupo (numerable) Γ provisto de una medida de probabilidad µ. La idea intuitiva
de una caminata aleatoria sobre Γ siguiendo la ley dada por µ consiste en el movimiento de una part́ıcula
entre los elementos del grupo, de modo que en cada paso la probabilidad p(g → h) de ir desde g a h es
igual a µ(g−1h). Las preguntas clásicas sobre caminatas aleatorias tienen razón de ser en este contexto
más general. Nos interesaremos en particular en el comportamiento asintótico de los posibles caminos. Sin
embargo, nuestro principal interés no será cuantitativo: nuestro objetivo será relacionar las propiedades de
la caminata con la estructura algebraica del grupo.

Notaciones

La cardinalidad de un conjunto A será denotada |A|, según sea conveniente.
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Caṕıtulo 1

DEFINICIONES GENERALES

1.1 Convolución de Medidas

En el espacio de las sucesiones finitas de largo n de elementos de Γ podemos considerar la medida
producto µ× · · · × µ (n veces). Bajo la acción de la aplicación Γn → Γ dada por

(g1, g2, . . . , gn) 7→ g1g2 · · · gn,

la imagen de dicha medida es denominada la n-ésima convolución de µ consigo misma, y denotada por µ∗(n).
De manera un poco más general, si µ y ν son medidas de probabilidad sobre Γ, entonces la convolución µ ∗ ν
es una nueva medida de probabilidad sobre Γ definida por

µ ∗ ν(h) =
∑

fg=h

µ(f)ν(g).

Cuando hablemos de la probabilidad de que cierto suceso que depende de n pasos ocurra en la caminata
inducida por µ, estaremos tácitamente pensando en la probabilidad correspondiente dada por µ∗(n). Por
ejemplo, la probabilidad de transición entre g y h en n pasos es p(n)(g → h) = µ∗(n)(g−1h). Como convención
definimos p(0)(g → h) = δg(h). Observe que si µ es simétrica, es decir, si µ(g) = µ(g−1) para todo g ∈ Γ,
entonces lo mismo ocurre para la medida µ∗(k) para todo k ∈ N. En dicho caso se tiene la igualdad
p(k)(g → h) = p(k)(h→ g) para todo g, h en Γ y todo k ∈ N.

1.2 Funciones de Green

Para cada g, h en Γ podemos (al menos formalmente) definir la función de Green G(g, h|·) : R → R por

G(g, h|x) = Gp(g, h|x) =
∑

n≥0

p(n)(g → h)xn.

Podemos introducir también las funciones U y F haciendo

F (g, h|x) =
∑

n≥0

Fn(g → h)xn,

donde Fn(g → h) es la probabidad que partiendo de g se llegue a h por primera vez en tiempo n, y

U(g|x) =
∑

n≥1

Un(g)x
n,
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donde Un(g) es la probabilidad de que el tiempo de primer retorno a g sea igual a n. Afirmamos que se tiene
la igualdad formal

G(g, g|x) =
1

1 − U(g|x) . (1.1)

En efecto, esta igualdad es equivalente a 1 +G(g, g|x)U(g|x) = G(g, g|x), es decir a

1 +
∑

n≥1





∑

i+j=n

Ui(g)p
(j)(g → g)



 xn = G(g, g|x).

En otras palabras, debemos probar que para todo n ∈ N se cumple

∑

i+j=n

Ui(g)p
(j)(g → g) = p(n)(g → g).

Ahora bien, esta última igualdad es evidente, pues el conjunto de caminos que vuelven a g en n pasos es
la unión disjunta de las familias de tales caminos para los cuales el primer retorno se produce en tiempo
i ∈ {1, . . . , n}, y la probabilidad de la i-ésima familia correspondiente es igual a Ui(g)p

(j)(g → g).

Las siguientes identidades pueden ser fácilmente obtenidas mediante argumentos análogos:

G(g, h|x) = F (g, h|x)G(h, h|x), (1.2)

U(g|x) = x
∑

f∈Γ

p(g → f)F (f, g|x), (1.3)

F (g, h|x) = x
∑

f∈Γ

p(g → f)F (f, h|x) si g 6= h, (1.4)

En lo que sigue supondremos siempre que la caminata es irreducible, es decir que para todo g, h en Γ
existe n ∈ N tal que p(n)(g → h) > 0. Observe que, bajo esta hipótesis, la serie G(g, h|x) converge o diverge
simultáneamente para todo g, h en Γ. En efecto, dados g1, h1, g2, h2 en Γ, escogiendo m,n ∈ N tales que
p(m)(g1 → g2) > 0 y p(n)(h2 → h1) > 0, vemos que la desigualdad (válida para todo entero k ≥ 0)

p(m+k+n)(g1 → h1) ≥ p(m)(g1 → g2)p
(k)(g2 → h2)p

(n)(h2 → h1),

implica que, para x ≥ 0,

G(g1, h1|x) ≥ xm+np(m)(g1 → g2)p
(n)(h2 → h1)G(g2, h2|x).

Ejemplo 1.2.1. Fijemos la medida de probabilidad simétrica µ sobre Z que otorga masa 1/2 a cada gener-
ador: µ(1) = µ(−1) = 1/2. Para esta medida “estándar” tenemos las igualdades

p(2n+1)(e→ e) = 0, p(2n)(e→ e) =
1

22n

(

2n

n

)

.

La primera de ellas se debe a que, para volver al origen, se requiere de un número par de pasos. Para
justificar la segunda igualdad, basta notar que un camino que comienza en e = 0 y acaba en e = 0 tras 2n
pasos debe dar exactamente n pasos a la derecha y n a la izquierda. Concluimos aśı que, para todo m ∈ Z,

G(m,m|x) = G(0, 0|x) =
∑

n≥0

(

2n

n

)

(x

2

)2n

.

De la identidad
(−1/2

n

)

= (−1)n

22n

(

2n
n

)

se concluye que, si la serie anterior converge, entonces se tiene

G(m,m|x) =
∑

n≥0

(− 1
2

n

)

(−x2)n =
1√

1 − x2
. (1.5)
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Ejemplo 1.2.2. El caso en que la probabilidad sobre Z en consideración no es simétrica resulta más com-
plicado. Supongamos por ejemplo que µ(1) = ρ, µ(−1) = ̺, ρ+̺ = 1 y ρ 6= ̺. La igualdad ya empleada
(

2n
n

)

= 22n(−1)n
(−1/2

n

)

implica que

G(0, 0|1) =
∑

n≥0

(
√
ρ̺)n

(

n
n
2

)

=
∑

n≥0

(ρ̺)n
(

2n

n

)

=
∑

n≥0

(−1/2

n

)

(−4ρ̺)n = (1 − 4ρ̺)−1/2 =
1

|ρ− ̺| .

Concluimos entonces que

G(0,m|1) = F (0,m|1) G(m,m|1) =
F (0,m|1)

|ρ− ̺| . (1.6)

Para el cálculo de F (0,m|1) usaremos una técnica clásica en la teoŕıa de “procesos de renovación” (compare
con el ejercicio 2.0.9). De la igualdad

F (0,m|x) =
∑

n≥0

Fn(0,m)xn = F0(0,m) +
∑

n≥1

Fn(0,m)xn

se concluye, para m ≥ 1,

F (0,m|x) = ρ
∑

n≥1

Fn−1(1,m)xn + ̺
∑

n≥1

Fn−1(−1,m)xn,

es decir
F (0,m|x) = ρxF (0,m− 1|x) + ̺xF (0,m+ 1|x). (1.7)

La solución recursiva general de la ecuación (1.7) viene dada por

F (0,m|x) = α(x)λ1(x)
m + β(x)λ2(x)

m,

donde λ1(x) y λ2(x) son las soluciones de la ecuación cuadrática λ(x) = ρ + ̺λ2(x). En particular, para
x = 1 obtenemos, para ciertas constantes α y β,

F (0,m|1) = α+ β(ρ/̺)m.

Puesto que F (0,m|1) ≤ 1, si ρ > ̺ debemos tener necesariamente β = 0. Además, como F (0, 0|1) = 1, se
tiene además en este caso α = 1, y por lo tanto F (0,m) = 1 para todo m ≥ 0. De (1.6) se concluye que para
ρ > ̺ se verifica la identidad

(̺

ρ

)m ∑

n≥m
(
√
ρ̺)n

(

n
n+m

2

)

= G(0,m|1) =
1

ρ− ̺
. (1.8)

Dejamos al lector la tarea de verificar que para ρ ≤ ̺ se cumple

G(0,m|1) =
1

̺− ρ

(ρ

̺

)m
.

Ejemplo 1.2.3. Cuando p(e→ e) = 0 podemos perturbar ligeramente la medida µ para situarnos en el caso
en que p(e→ e) > 0. De manera más precisa, para τ ∈]0, 1[ podemos considerar la medida µτ = τδe+(1−τ)µ
de probabilidades de transición pτ (g → h) = τδg(h)+(1−τ)p(g → h). La caminata asociada a la medida µτ es
llamada la “caminata perezosa” correspondiente a µ; su “coeficiente de pereza” es igual a τ . Intuitivamente,
a cada unidad de tiempo la probabilidad de permanecer en el mismo sitio es igual a τ +µ(e) y la de moverse
igual a 1−τ−µ(e); en caso de movimiento, éste se realiza siguiendo la ley de µ. Para establecer una relación
simple entre las funciones de Green correspondientes, notemos primeramente que la operación de convolución
se comporta bien respecto a combinaciones convexas de probabilidades:

(

τν1 + (1 − τ)ν2
)∗(n)

=
n
∑

i=0

(

n

i

)

τ i(1 − τ)n−iν∗(i)1 ∗ ν∗(n−i)2 =
n
∑

i=0

(

n

i

)

τn−i(1 − τ)iν
∗(n−i)
1 ∗ ν∗(i)2 .
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De esta igualdad se deduce que

Gpτ
(g, g|x) =

∑

n≥0

p(n)
τ (g → g)xn =

∑

n≥0

n
∑

i=0

(

n

i

)

τn−i(1 − τ)ip(i)(g → g)xn

=
∑

i≥0

(

1 − τ

τ

)i

p(i)(g → g)
∑

n≥i

(

n

i

)

(τx)n

=
∑

i≥0

(

1 − τ

τ

)i

p(i)(g → g)
∑

n≥0

(

n+ i

i

)

(τx)n+i

=
∑

i≥0

(

1 − τ

τ

)i

(τx)ip(i)(g → g)
∑

n≥0

(−i− 1

n

)

(−τx)n

=
1

1 − τx

∑

i≥0

(

x(1 − τ)

1 − τx

)i

p(i)(g → g) =
1

1 − τx
Gp

(

g, g
∣

∣

∣

x(1 − τ)

1 − τx

)

.

En particular, para τ = 1/2 se tiene

G 1+p
2

(g, g|x) =
1

1 − x/2
Gp

(

g, g
∣

∣

∣

x

2 − x

)

.

Ejemplo 1.2.4. Probaremos a continuación que si Lk = 〈g1, . . . , gk〉 designa al grupo libre en k ≥ 2 gene-
radores, y si µ es la medida simétrica equidistribuida sobre los generadores (µ(gi) = µ(g−1

i ) = 1/2k), entonces
en los puntos de convergencia de la serie G(g, g|x) se tiene la igualdad

G(g, g|x) =
2k − 1

k − 1 +
√

k2 − (2k − 1)x2
. (1.9)

Notemos que esta igualdad aún es válida cuando k = 1, es decir, cuando el grupo en consideración es Z. Sin
embargo, como veremos en el Caṕıtulo 2, existe una diferencia esencial con el caso k ≥ 2 en relación a los
radios de convergencia de las series correspondientes.

Para probar (1.9) usaremos una técnica utilizada por Kesten en [20] (vea también el ejercicio 2.0.9 para
una demostración más simple pero menos directa). Trabajaremos con la serie U(e|x), la cual es más simple
de manipular. En efecto, usando métodos combinatorios elementales, se puede probar directamente que

U2n(e) =
1

n(2k)2n

(

2n− 2

n− 1

)

2k(2k − 1)n−1.

Sin embargo, en lugar de razonar de esta manera, nosotros calcularemos directamente la suma U(e|x) es-
tableciendo una relación de recurrencia para los coeficientes Un(e). Para ello, notemos en primer lugar que
Un(e) = |P (n)|/(2k)n, donde |P (n)| es la cardinalidad del conjunto P (n) de las palabras de n letras entre
g±1
1 , . . . , g±1

k que representan a e en Lk y tales que ningún segmento izquierdo de dicha palabra representa
también a e. En particular, U2n+1(e) = 0 para todo n ∈ N.

A cada palabra de P (2n) podemos asociar un camino uniendo puntos del reticulado Z2 ∩ [0, n]2 de la
siguiente forma: para h1 · · ·h2n ∈ P (2n) y k ∈ {1, . . . , n − 1} trazamos una k-ésima linea horizontal (resp.
vertical) si dist(e, h1 · · ·hk) = dist(e, h1 · · ·hk−1) + 1 (resp. si dist(e, h1 · · ·hk) = dist(e, h1 · · ·hk−1) − 1),
donde dist(e, h) denota la “distancia” de h al elemento neutro, es decir el mı́nimo k tal que se cumple una
igualdad del tipo h = g±1

i1
· · · g±1

ik
. Es claro que el camino determinado por una palabra de P (2n) no intersecta

a la diagonal excepto en (0, 0) y (n, n); el resto del camino se encuentra “bajo la diagonal”. Denotaremos
por C(n) al conjunto de los caminos verificando estas propiedades, y por cn la cardinalidad de C(n).

Cada camino de C(n) es la imagen de 2k(2k−1)n−1 elementos de P (2n): para el primer paso tenemos 2k
posibilidades, para cada paso horizontal 2k−1 y cada paso vertical está únicamente determinado. Concluimos
aśı la identidad

U(e|x) =
∑

n≥1

x2n

(2k)2n
2k(2k − 1)n−1cn =

2k

2k − 1

∑

n≥1

(

(2k − 1)x2

4k2

)n

cn.
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Un cálculo combinatorio que nosotros evitaremos (vea sin embargo el ejercicio 1.2.5) muestra que cn coincide
con el n-ésimo número de Catalán 1

n

(

2n−2
n−1

)

. Nosotros nos apoyaremos sobre la siguiente relación recursiva.

Afirmación. Para todo n ∈ N se tiene
cn =

∑

i+j=n

cicj . (1.10)

Prueba. Consideremos la diagonal ∆′ ubicada inmediatamente bajo la diagonal principal del reticulado.
Para cada i ∈ {1, . . . , n− 1} designemos por |C(n, i)| la cardinalidad del conjunto C(n, i) de los caminos de
C(n) cuyo primer vértice común con ∆′ después de (1, 0) es (i+ 1, i). Obviamente,

cn =

n
∑

i=1

|C(n, i))|.

Basta probar entonces que |C(n, i)| = cicn−i. Para ello, note que cada camino de C(n, i) determina un
camino de C(i) y otro de C(n − i) de manera única. El primero de ellos es aquél que comienza en (1, 0) y
acaba en (i+ 1, i) (trasladado posteriormente de modo que comience en el origen); el segundo es aquél que
comienza en (i, i) y termina en (n, n), coincidiendo con el camino original entre (i+1, i) y (n, n) (nuevamente,
trasladado al origen: vea la Figura 1). Se obtiene aśı una correspondencia biuńıvoca

C(n, i) → C(i) × C(n− i),

lo que permite concluir la demostración de la afirmación.

. . .
. . .

. .
.
. .

.
. .

. . .
. . .

. . .
. .

.
. .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. .

.
. .

. . .
. . .

. . .
. .

.
. .

. . .

. .
.
. .

.
. .

.
. .

.
. .

. .
.
. .

.
. .

.
. .

.
. .

. .
.
. .

.
. .

.
. .

.
. .

.
. .

.
. .

. .
.
. .

.
. .

.

Figura 1

(0, 0) (1, 0) (i, 0) (i+1, 0) (n, 0)

(0, i)

(n, n)

Para simplificar notaciones, hagamos u = (2k−1)x2

4k2 . Un cálculo formal basado en la igualdad (1.10) nos
da

U(e|x)2 =





2k

2k − 1

∑

n≥1

cnu
n





2

=

(

2k

2k − 1

)2
∑

n≥2

[

∑

i+j=n

cicj

]

un =

(

2k

2k − 1

)

[ 2k

2k − 1

∑

n≥2

cnu
n
]

,
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es decir

U(e|x)2 =

(

2k

2k − 1

)

[

U(e|x) − 2k

2k − 1
c1u
]

.

Puesto que c1 = 1, si (la serie que define a) U(e|x) converge, entonces ella satisface la ecuación

(2k − 1

2k

)

U(e|x)2 − U(e|x) +
x2

2k
= 0,

y por lo tanto

U(e|x) =
k −

√

k2 − x2(2k − 1)

2k − 1
.

En dicho caso,

G(e, e|x) =
1

1 − U(e|x) =
2k − 1

k − 1 +
√

k2 − (2k − 1)x2
. (1.11)

Ejercicio 1.2.5. Pruebe que cn = 1
n

`

2n−2
n−1

´

. Luego, usando la aproximación de Stirling k! ∼
√

2πk (k/e)k, pruebe

que el radio de convergencia de la serie G(e, e|x) es igual a k/
√

2k − 1.

1.3 Funciones Armónicas y Supra-armónicas

Dada una función ϕ : Γ → R, la acción de la caminata inducida por µ sobre ϕ origina una nueva función
P (ϕ) = Pp(ϕ) = Pµ(ϕ) : Γ → R, a saber

P (ϕ)(g) =
∑

h∈Γ

p(g → h)ϕ(h) =
∑

f∈Γ

ϕ(gf)µ(f).

La transformada P es llamada operador de transición. Observe que el operador Pµ∗(k) asociado a la k-ésima

convolución de µ coincide con la k-ésima potencia (Pµ)
k.

Una función ϕ : Γ → R es armónica (resp. supra-armónica) si para todo g ∈ Γ se tiene ϕ(g) = P (ϕ)(g)
(resp. ϕ(g) ≥ P (ϕ)(g)).

Ejemplo 1.3.1. SiG(e, e|1) converge entonces para cada g ∈ Γ la función ϕ(h)=G(h, g|1) es supra-armónica.
En efecto,

P (ϕ)(h) =
X

f∈Γ

p(h → f)ϕ(f) =
X

f∈Γ

p(h → f)
X

n≥0

p(n)(f → g) =
X

n≥1

p(n)(h → g) = ϕ(h) − p(0)(h → g) ≤ ϕ(h).

En el contexto presente vale el important́ısimo principio del mı́nimo: toda función supra-armónica que
asume su valor mı́nimo es constante. La prueba de esto es sencilla. Si ϕ asume su valor mı́nimo en un punto
g ∈ Γ, entonces de la desigualdad ϕ(g) ≥∑h∈Γ p(g → h)ϕ(h) y del hecho que

∑

h∈Γ p(g → h) = 1, se deduce
que si p(g → h) > 0 entonces ϕ(g) = ϕ(h). El mismo argumento permite verificar inductivamente que si
p(k)(g → h) > 0 entonces ϕ(g) = ϕ(h). Recordando que la caminata es irreducible, se concluye lo afirmado.

Observemos finalmente que para funciones armónicas vale también el principio del máximo: si ϕ es
armónica y asume su valor máximo, entonces ϕ es constante. Para verificar esto, basta aplicar el principio
del mı́nimo a la función (supra-armónica) −ϕ.
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Caṕıtulo 2

RECURRENCIA Y TRANSIENCIA

Diremos que la caminata inducida por µ es recurrente (resp. transiente) si el valor de

G(e, e|1)
∑

n≥1

p(n)(e→ e)

es infinito (resp. finito). Antes de dar una justificación más clara de esta definición, veamos algunos ejemplos
fundamentales.

Ejemplo 2.0.2. En el ejemplo 1.2.1 vimos que para la medida estándar sobre Z se tiene

p(2n+1)(e→ e) = 0, p(2n)(e→ e) =
1

22n

(

2n

n

)

.

Usando la aproximación de Stirling k! ∼
√

2πk (k/e)k se comprueba fácilmente que 1
22n

(

2n
n

)

∼ 1√
πn

. A partir

de esto se concluye que
∑

n≥1

p(n)(e→ e) ≥ C
∑

n≥1

1

n1/2
= ∞.

Análogamente, para la medida µ simétrica y equidistribuida sobre los generadores (±1, 0) y (0,±1) de Z2,
se tiene

∑

n≥1

p(n)(e→ e) =
∑

n≥1

∑

i+j=2n

1

4n

(

2n

i, j, n− i, n− j

)

=
∑

n≥1

∑

i+j=2n

(2n)!

4n i!j!(n− i)!(n− j)!

=
∑

n≥1

1

4n
(2n)!

(n!)2

∑

i+j=n

(

n

i

)(

n

j

)

=
∑

n≥1

1

4n

(

2n

n

)2

≥ C
∑

n≥1

1

n

= ∞.
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Ejemplo 2.0.3. Para la medida estándar sobre Z3 es fácil ver que

p(2n)(e→ e) =
1

62n

(

2n

n

)

∑

i+j≤n

(

n!

i!j!(n− i− j)!

)2

≤ 1

62n

(

2n

n

)

n!

[n/3]!

∑

i+j≤n

n!

i!j!(n− i− j)!

=
1

62n

(

2n

n

)

n!

[n/3]!
3n

≤ C

n3/2
.

Luego,
∑

n≥1

p(n)(e→ e) ≤ C
∑

n≥1

1

n3/2
< ∞.

La caminata asociada es por lo tanto transiente. Lo mismo ocurre con el grupo Zk para todo k ≥ 3.

Para comprender mejor los conceptos de recurrencia y transiencia, debemos relacionarlos con la existencia
de funciones armónicas y supra-armónicas no negativas.

Lema 2.0.4. La caminata es recurrente si y sólo si toda función supra-armónica no negativa es constante.

Demostración. En el caso transiente para cada g ∈ Γ la función h 7→ G(h, g|1) es no negativa, supra-
armónica y no constante.

Supongamos ahora que la caminata sea recurrente. Si ϕ es no negativa y supra-armónica, entonces la
función ψ = ϕ− P (ϕ) es no negativa y verifica

n
∑

k=0

p(k)(g → h)ψ(h) ≤
n
∑

k=0

P k(ψ)(g) = ϕ(g) − P k+1(ϕ)(g) ≤ ϕ(g).

Si ψ(h) 6= 0 para algún h ∈ Γ, entonces tomando el ĺımite cuando n tiende al infinito en la desigualdad anterior
obtenemos G(g, h|1) ≤ ϕ(g)/ψ(h), lo cual contradice la recurrencia. Luego, la función ψ es idénticamente
nula, es decir, ϕ es armónica.

Ahora, si escogemos g ∈ Γ y definimos ϕg(h) = min{ϕ(h), ϕ(g)}, vemos que esta función también es
supra-armónica y no negativa. El razonamiento anterior muestra entonces que ella es armónica. Como ella
asume su máximo, debe necesariamente ser constante, lo cual muestra que nuestra función original ϕ también
es constante. �

Podemos reformular entonces la noción de recurrencia de diversas maneras. En efecto, (bajo la hipótesis
de irreducibilidad) las afirmaciones siguientes son equivalentes:

(i) la caminata es recurrente,

(ii) G(g, h|1) = ∞ para algún (todo) g, h en Γ,

(iii) U(g, g|1) = 1 para algún (todo) g ∈ Γ,

La proposición siguiente completa la justificación de la definición de recurrencia y transiencia.

Proposición 2.0.5. Si la caminata es recurrente, entonces para todo g, h en Γ la probabilidad de ir desde g
a h infinitas veces es igual a 1. Por el contrario, si la caminata es transiente, entonces para todo subconjunto
finito A de Γ la probabilidad de caer infinitas veces en puntos de A es igual a 0.

Demostración. Introduzcamos la función

I(h, g) = probabilidad de que la caminata pase infinitas veces por g partiendo desde h.
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Si In(g, g) designa la probabilidad de ir de g a g al menos n veces, entonces se verifica fácilmente que
In(g, g) = U(g|1)In−1(g, g), por lo que

I(g, g) = lim
n→∞

In(g, g) = lim
n→∞

Un−1(g|1)

es igual a 0 (resp. 1) en el caso transiente (resp. recurrente).

Observe ahora que para cada g ∈ Γ la función h 7→ I(h, g) es armónica. Luego, si la caminata es
recurrente, entonces el principio del máximo implica la primera afirmación de la proposición. En el caso
transiente, el principio del mı́nimo nos da I(g, h) = I(h, h) = 0 para todo g, h en Γ. Luego, si A es un
subconjunto finito de Γ, entonces la probabilidad de pasar infinitas veces por A debe ser necesariamente
igual a 0. �

El objetivo principal de este caṕıtulo es presentar las ideas fundamentales de la demostración del resultado
siguiente, debido esencialmente a N. Varopoulos.

Teorema 2.0.6. Un grupo finitamente generado admite una medida de probabilidad simétrica para la cual
la caminata aleatoria es irreducible y recurrente si y sólo si dicho grupo es finito o bien una extensión finita
de Z o de Z2.

Por razones que serán claras más adelante, es conveniente generalizar el contexto en el cual trabajamos,
saliendo del ámbito de la teoŕıa de grupos. En general, dado un grafo conexo X de aristas (orientadas)−→
Ar(X), una familia de probabilidades de transición p(g → h) induce una caminata aleatoria si para cada
g ∈ X se tiene

∑

h∈X p(g → h) = 1. En tal caso, la k-ésima probabilidad de transición entre g y h viene
dada por

p(k)(g → h) =
∑

f1,...,fk−1∈X
p(g → f1)p(f1 → f2) · · · p(fk−2 → fk−1)p(fk−1 → h).

Observe que no estamos suponiendo que los pasos sólo pueden darse a los vecinos. En otras palabras, puede
tenerse p(g → h) > 0 para vértices g y h de X que no son extremos de una misma arista. Sin embargo, las
probabilidades de transición dotan a X de una nueva estructura de grafo: dos vértices g, h están unidos si y

sólo si p(g → h) > 0. Denotaremos al conjunto de las aristas orientadas del nuevo grafo por
−→
Arp(X),

Convenimos nuevamente en que p(0)(g → h) = δg(h). Diremos que la caminata (X, p) es:

– irreducible si para todo g, h en X existe n ∈ N tal que p(n)(g → h) > 0,

– uniformemente irreducible si existen ε > 0 y k <∞ tales que si g y h son vértices de una misma arista de−→
Ar(X) entonces p(n)(g → h) > ε para algún n ≤ k,

– simple si X es localmente finito (es decir, cada vértice es extremo de sólo un número finito de aristas) y

p(g → h) es igual a 1/grad(g) ó a 0, dependiendo de si g y h son extremos de una misma arista de
−→
Ar(X) o

no (grad(g) denota el grado del vértice g).

Ejemplo 2.0.7. Si Γ es un grupo finitamente generado y {g1, . . . , gk} es un sistema de generadores de Γ,
entonces podemos construir un grafo cuyos vértices son los elementos del grupo y g, h en Γ están conectados
por una arista si y sólo si g−1h es igual a algún gi ó g−1

i . El grafo aśı obtenido es llamado grafo de Cayley
de Γ. Dicho grafo depende evidentemente del sistema de generadores, pero como veremos más adelante,
algunas de sus propiedades geométricas relevantes permanecen intactas bajo cambios de sistema generador.

Observe que (el conjunto de los vértices de) un grafo puede ser visto como un espacio métrico discreto,
donde dist(g, h) es dada por el número mı́nimo de aristas que deben ser recorridas para ir desde g a h.
Cuando un camino formado por n aristas une dos vértices situados a distancia n, decimos que ese camino
es una geodésica entre dichos vértices. Denotamos por γ(g, h) la familia de geodésicas entre g y h.

Se dice que X es de geometŕıa finita si existe una cota superior (uniforme) para el grado de todos sus
vértices. Por su parte, una caminata (X, p) es dicha de rango acotado si existe D > 0 tal que si p(g → h) > 0
entonces dist(g, h) ≤ D. Por ejemplo, si G = {g1, . . . , gk} es un sistema finito de generadores de un grupo
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Γ, entonces el grafo de Cayley correspondiente es de geometŕıa finita. Si G es simétrico (en el sentido que
h ∈ G implica h−1 ∈ G) y µ es una probabilidad sobre Γ cuyo soporte es igual a G, entonces la caminata
asociada (dada por la probabilidades de transición p(g → h) = µ(g−1h)) es irreducible y de rango acotado
(para D = 1).

Ejercicio 2.0.8. Una aplicación R entre espacios métricos (X, dist) y (X ′, dist′) es una quasi-isometŕıa si existen
constantes positivas A y B tales que, para todo x, y en X y todo x′ ∈ X ′,

(i) A−1dist(x, y) − B ≤ dist′(R(x),R(y)) ≤ A dist(x, y) + B,

(ii) dist′(x′, R(X)) ≤ B.

Pruebe que toda quasi-isometŕıa admite una quasi-inversa, es decir, una aplicación quasi-isométrica S : X ′ → X
tal que dist(x,SR(x)) ≤ C y dist′(x′, RS(x′)) ≤ C para cierta constante C > 0 y todo x ∈ X, x′ ∈ X ′. Verifique
también que la relación de quasi-isometŕıa es transitiva. Pruebe que si G y G′ son dos sistemas finitos de generadores
de un grupo Γ, entonces los grafos de Cayley asociados son quasi-isométricos.

Ejercicio 2.0.9. Pruebe que en un grupo libre Fk se tiene F (g, h|x) = F (g, f |x)F (f, h|x) para todo g, h en Γ y todo f
sobre la geodésica que une ambos puntos. Concluya que existe un función F : R → R tal que F (g, h|x) = F (x)dist(g,h),
y aplicando (1.4) pruebe que F satisface la identidad

F (x) =
x

2k
+

„

2k − 1

2k

«

xF (x)2.

Resuelva esta ecuación en F (x) y reobtenga (1.11).

2.1 Conductancia, Resistencia y Flujos

La caminata (X, p) es reversible si existe una medida m : X → ]0,∞[ tal que, para todo g, h,

m(g)p(g → h) = m(h)p(h→ g).

En tal caso, c(g, h) = m(g)p(g → h) es la conductancia de la arista que une g y h, mientras que m(g) es
la conductancia total en g. Si −→a es una arista de vértices inicial y final −→a − y −→a + respectivamente (lo cual
denotamos por −→a = (−→a −,−→a +)), entonces la resistencia de −→a es r(−→a ) = 1/c(−→a −,−→a +). Observe que la
conductancia y resistencia de cada arista −→a no dependen de la orientación de ésta, por lo que podemos
denotarlas simplemente por c(a) y r(a). Finalmente, note que m(g)p(k)(g → h) = m(h)p(k)(h → g) para
todo g, h en X y todo k ∈ N.

Ejemplo 2.1.1. Para el caso de un grupo Γ, si la medida de probabilidad µ es simétrica, entonces la
caminata es reversible respecto a cualquier conductancia constante m(g) = cte. Utilizaremos en tal caso
las conductancias m(g) = 1 ó m(g) = grad, donde grad es el grado de los vértices en el grafo de Cayley
correspondiente.

Introducimos los espacios de Hilbert ℓ2(X,m) y ℓ2(
−→
Arp(X), r) definiendo

〈ϕ1, ϕ2〉m =
∑

g∈X
ϕ1(g)ϕ2(g)m(g), 〈u1, u2〉r =

∑

−→a ∈−→
Arp(X)

u1(
−→a )u2(

−→a )r(a).

El gradiente discreto y su adjunto son operadores lineales continuos dados por

∇ : ℓ2(X,m) → ℓ2(
−→
Arp(X), r), ∇ϕ(−→a ) =

ϕ(−→a +) − ϕ(−→a −)

r(a)
,

∇∗ : ℓ2(
−→
Arp(X), r) → ℓ2(X,m), ∇∗u(g) =

1

m(g)





∑

−→a +=g

u(−→a ) −
∑

−→a −=g

u(−→a )



 .
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El laplaciano (discreto) es definido por ∆ = 1
2∇∗∇ : ℓ2(X,m) → ℓ2(X,m). Afirmamos que una función

ϕ : X → R es armónica si y sólo si ∆ϕ = 0. En efecto, esto se desprende de la identidad ∆ = Id− P :

2∆ϕ(g) =
1

m(g)





∑

a+=g

∇ϕ(a) −
∑

a−=g

∇ϕ(a)





=
1

m(g)





∑

a+=g

ϕ(g) − ϕ(a−)

r(a)
−
∑

a−=g

ϕ(a+) − ϕ(g)

r(a)





= ϕ(g)
∑

a+=g

p(g → h) + ϕ(g)
∑

a−=g

p(g → h) −
∑

a+=g

p(g → h)ϕ(h) −
∑

a−=g

p(g → h)ϕ(h).

= 2
[

ϕ(g) − P (ϕ)(g)
]

.

De manera un poco más general, a cada subconjunto A de X podemos asociar un nuevo operador PA de
suerte que pA(g → h) es igual a p(g → h) o a 0 de acuerdo a si g y h pertenecen simultáneamente a A o no.
La función de Green correspondiente viene dada por

GA(g, h|x) =
∑

n≥0

p
(n)
A (g → h)xn.

Esta función corresponde a la solución fundamental del laplaciano, en el sentido que para cada g ∈ A la
función ϕ : A→ R definida por h 7→ GA(g, h|1) verifica (IdA − PA)ϕ(h) = δg(h). En efecto,

(IdA − PA)ϕ(h) = GA(g, h|1)−
∑

f∈X
G(g, f |1)pA(f → h) =

=
∑

n≥0

p
(n)
A (g → h) −

∑

n≥1

p
(n)
A (g → h) = p(0)(g → h) = δg(h).

Si ϕ : X → R es una función arbitraria (de cuadrado no necesariamente integrable), su norma de Dirichlet
es

D(ϕ) = DP (ϕ) = 〈∇ϕ,∇ϕ〉r =
∑

−→a ∈−→
Arp(X)

(ϕ(−→a +) − ϕ(−→a −))2

r(a)
=
∑

g,h∈X
(ϕ(g) − ϕ(h))2m(g)p(g → h).

El espacio D(X) de las funciones de norma de Dirichlet finita es solamente pre-hilbertiano. Sin embargo, si
designamos por ℓ0(X) al espacio de las funciones de soporte finito sobre X , y por D0(X) al cierre de ℓ0(X)
en D(X), entonces D0(X) es de Hilbert. Vale la pena remarcar la desigualdad DPk(ϕ) ≤ k2DP (ϕ), la cual
se obtiene por la desigualdad de Cauchy-Schwarz de la manera siguiente:

DPk(ϕ) =
∑

g0,...,gk∈X
(ϕ(gk) − ϕ(g0))

2m(g0)p(g0 → g1) · · · p(gk−1 → gk)

≤
∑

g0,...,gk∈X
k

k
∑

i=1

(ϕ(gi) − ϕ(gi−1))
2m(g0)p(g0 → g1) · · · p(gk−1 → gk)

= k

k
∑

i=1

∑

gi∈X

∑

g0,...,gi−1∈X

∑

gi+1,...,gk∈X
(ϕ(gi) − ϕ(gi−1))

2m(g0)p(g0 → g1) · · · p(gk−1 → gk)

= k

k
∑

i=1

∑

gi∈X

∑

g0,...,gi−1∈X
(ϕ(gi) − ϕ(gi−1))

2m(g0)p(g0 → g1) · · · p(gi−1 → gi)

= k

k
∑

i=1

∑

gi∈X

∑

g0,...,gi−1∈X
(ϕ(gi) − ϕ(gi−1))

2m(gi−1)p(g1 → g0) · · · p(gi−1 → gi−2)p(gi−1 → gi)

= k

k
∑

i=1

∑

gi−1,gi∈X
(ϕ(gi) − ϕ(gi−1))

2m(gi−1)p(gi−1 → gi) = k2DP (ϕ).
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El lema a continuación es de vital importancia.

Lema 2.1.2. Si la caminata es transiente, entonces para todo g ∈ X la función h 7→ G(h, g|1) pertenece a
D0(X).

Demostración. Si g pertenece a un subconjunto finito A de X y ϕ ∈ ℓ0(X) tiene su soporte contenido en
A, entonces

〈∇ϕ,∇GA(g, ·|1)〉r = 〈ϕ,∇∗∇GA(g, ·|1)〉m = 〈ϕ, (Id − P )GA(g, ·|1)〉m
= 〈ϕ, (IdA − PA)GA(g, ·|1)〉m = 〈ϕ, δg〉m = m(g)ϕ(g).

De esta forma, si Ai es una sucesión creciente de partes finitas de X cuya reunión es igual a X , entonces

D(GAi
(g, ·|1) −GAj

(g, ·|1)) = m(g)(GAi
(g, g|1)−GAj

(g, g|1)).

En particular, (GAi
(g, ·|1)) es una sucesión de Cauchy en D0(X), y como en el caso transiente ella converge

puntualmente a G(g, ·|1), vemos que esta última función pertenece a D0(X). �

La capacidad de un subconjunto A de X es definida por

cap(A) = inf{D(ϕ) : ϕ ∈ ℓ0(X), ϕ(g) = 1 para todo g ∈ A}
= min{D(ϕ) : ϕ ∈ D0(X), ϕ(g) = 1 para todo g ∈ A}.

Para g ∈ X designamos simplemente por cap(g) la capacidad del conjunto {g}.
Un flujo evanescente partiendo desde g ∈ X con impulso I ∈ R es una función u ∈ ℓ2(

−→
Arp(X), r) tal que

∇∗u(h) = − I

m(g)
δg(h).

La enerǵıa de u es 〈u, u〉r. Intuitivamente, podemos pensar las aristas de nuestro grafo como siendo cañeŕıas
llenas de agua, y un flujo evanescente de enerǵıa finita nos da posibilidad de inyectar al sistema I unidades
de volumen de agua por cada unidad de tiempo a través de la “llave de entrada” g, sin que por ello el sistema
“explote”.

Proposición 2.1.3. Para caminatas aleatorias reversibles, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) la caminata es transiente,

(ii) para algún (todo) g ∈ X existe un flujo evanescente de enerǵıa finita partiendo desde g con impulso no
nulo,

(iii) para algún (todo) g ∈ X se tiene cap(g) > 0,

(iv) la función constante e igual a 1 no pertenece a D0(X).

Demostración. Si la caminata es transiente, entonces para cada g ∈ X la función G(·, g|1) pertenece a

D0(X). Luego, el flujo u = −I∇G(·, g|1)/m(g) pertenece a ℓ2(
−→
Arp(X)) y satisface

∇∗u(h) =
I

m(g)
∆G(h, g|1) = − I

m(g)
δg(h).

Supongamos ahora que existe un flujo evanescente u de enerǵıa finita partiendo desde g ∈ X con impluso
I 6= 0. Para toda ϕ ∈ ℓ0(X) satisfaciendo ϕ(g) = 1 se tiene entonces

−〈∇ϕ, u〉r = −〈ϕ,∇∗u〉m =
〈

ϕ,
Iδg
m(g)

〉

m
= Iϕ(g) = I,

lo cual implica que I2 ≤ D(ϕ)〈u, u〉r. Luego, por definición, cap(g) ≥ I2/〈u, u〉r > 0.
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El hecho que la condición (iii) de la proposición sea equivalente a (iv) resulta inmediatamente de la
definición de capacidad.

Finalmente, supongamos que 1 /∈ D0(X) y sea g ∈ X un vértice arbitrario. Fijemos un subconjunto
finito A de X conteniendo a g. La función ϕ = GA(·, g|1)/GA(g, g|1) partenece a D0(X) y verifica ϕ(g) = 1.
Luego,

cap(g) ≤ D(ϕ) =
m(g)

GA(g, g|1)
,

de lo cual se deduce que GA(g, g|1) ≤ m(g)/cap(g). Ampliando A y pasando al ĺımite se deduce que
G(g, g|1) ≤ m(g)/cap(g), lo que muestra que la caminata es transiente. �

El lector podŕıa sorprenderse del reiterado uso de funciones de Green en la demostración anterior. Sin
embargo, ello se justifica por la siguiente aseveración: en el caso transiente, el flujo evanesceste de menor
enerǵıa partiendo desde g ∈ Γ con impulso I 6= 0 está dado por u = −I∇G(·, g|1)/m(g). En efecto, si u
es un flujo partiendo desde g con impulso I, entonces podemos escribir u = ū − I∇G(·, g|1)/m(g), donde
∇∗ū = 0. Obtenemos aśı

〈u, u〉r = 〈ū, ū〉r − 2
〈

ū, I
∇G(g, ·|1)

m(g)

〉

+
〈

I
∇G(g, ·|1)

m(g)
, I

∇G(g, ·|1)

m(g)

〉

≥ −2
〈

ū, I
∇G(g, ·|1)

m(g)

〉

+
〈

I
∇G(g, ·|1)

m(g)
, I

∇G(g, ·|1)

m(g)

〉

= −2
〈

∇∗ū, I
G(·, g|1)

m(g)

〉

+
〈

I
∇G(·, g|1)

m(g)
, I

∇G(·, g|1)

m(g)

〉

=
〈

I
∇G(·, g|1)

m(g)
, I

∇G(·, g|1)

m(g)

〉

,

con la igualdad si y sólo si 〈ū, ū〉r = 0, es decir, si y sólo si u = −I∇G(·, g|1)/m(g). Observe que la enerǵıa
de u es igual a

〈u, u〉r =
I2〈∇G(g, ·|1),∇G(g, ·|1)〉r

m(g)2
=
I2G(g, g|1)

m(g)
.

Un corolario interesante de la condición (iii) de la proposición 2.1.3 es el hecho que si existe una constante
λ > 0 tal que DQ(ϕ) ≥ λDP (ϕ) para toda ϕ ∈ ℓ0(X) y si la caminata es P -transiente, entonces ella es Q-
transiente. Observe que la condición DQ(ϕ) ≥ λDP (ϕ) se verifica por ejemplo cuando cQ(g, h) ≥ λcP (g, h)
para todo g, h en X .

Ejemplo 2.1.4. Cada intervalo ak = [k − 1, k], k ∈ N, corresponde a una arista del árbol de vértices
{0, 1, . . .}. La caminata a los vecinos dada por las probabilidades de transición p(k− 1 → k) y p(k → k− 1),
k ∈ N, es reversible respecto a

m(0) = 1, m(k) =
p(0 → 1)p(1 → 2) · · · p(k − 1 → k)

p(k → k − 1) · · · p(2 → 1)p(1 → 0)
para k ∈ N,

r(ak) =
p(k − 1 → k − 2) · · · p(1 → 0)

µ(0 → 1) · · · p(k − 1 → k)
.

En el caso transiente, el único flujo evanescente partiendo desde el origen con impulso I = 1 es el flujo
constante igual a 1. Dicha función tiene enerǵıa total igual a

∑

k r(ak). Luego, la caminata es recurrente si
y sólo si

∑

k r(ak) = ∞, es decir si y sólo si la “resistencia total es infinita”.???

Ejemplo 2.1.5. Consideremos una partición (disjunta) X = ∪i∈IXi (del conjunto de los vértices) de un
grafo X . Si cada función caracteŕıstica XXi

pertenece a D0(X), entonces podemos considerar la caminata
sobre I de conductancias c′(i, i) = 0 para todo i ∈ I y

c′(i, j) =
∑

g∈Xi,h∈Xj

c(g, h), i 6= j.
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Se verifica fácilmente que m′(i) =
∑

j∈I c
′(i, j) = 2D(XXi

) < ∞. Obtenemos aśı una caminata reversible
sobre I de probabilidades de transición p′(i, j) = c′(i, j)/m′(i).

Afirmamos que bajo las condiciones anteriores, si la caminata inducida sobre I es recurrente, entonces
también lo es la caminata original sobre X . En efecto, si la caminata sobre I es recurrente entonces la
función constante igual a 1 pertenece a D0(I). En otras palabras, existe una sucesión (un) en ℓ0(I) tal que
Dp′(un − 1) tiende a 0. Definiendo ūn ∈ D0(X) por ūn(g) = un(i) si g ∈ Xi, se comprueba fácilmente que
Dp′(un − 1) = Dp(ūn − 1) para todo n ∈ N. Luego, 1 pertenece a D0(X), lo cual prueba la recurrencia.

Ejercicio 2.1.6. Usando el criterio del ejemplo precedente, pruebe nuevamente que la caminata aleatoria simple
sobre Z

2 es recurrente (sugerencia: descomponga Z
2 en los conjuntos de nivel respecto a la función distancia al

origen).

2.2 Comparación de Caminatas Aleatorias

Asociado a un operador de difusión P hay un operador dual P ∗ actuando en el espacio de las medidas
por

P ∗(υ)(g) =
∑

h∈X
υ(h)p(h→ g).

Decimos que υ es excesiva respecto a P si es supra-armónica respecto a P ∗, es decir, si para todo g se tiene

υ(g) ≥ P ∗(υ)(g) =
∑

h∈X
υ(h)p(h→ g).

Observe que la medida trivialm(g) = 1 es evidentemente excesiva. En general, si υ es excesiva y ϕ ∈ ℓ2(X, υ),
entonces

〈Pϕ, ϕ〉υ =
∑

g∈X
ϕ(g)

(

∑

h∈X
p(g → h)ϕ(h)

)

υ(g) ≤
∑

g∈X

∑

h∈X
υ(g)p(g → h)

(

ϕ2(g)

2
+
ϕ2(h)

2

)

=
∑

g∈X
υ(g)

ϕ2(g)

2
+
∑

h∈X

ϕ2(h)

2





∑

g∈X
υ(g)p(g → h)



 ≤
∑

g∈X
υ(g)

ϕ2(g)

2
+
∑

h∈X
υ(h)

ϕ2(h)

2
= 〈ϕ,ϕ〉υ .

El siguiente lema general para espacios de Hilbert tiene un interés en śı mismo.

Lema 2.2.1. Sean H un espacio de Hilbert con producto interno 〈·, ·〉 y T1, T2 dos operadores lineales
invertibles de H tales que:

(i) T1 es autoadjunto,

(ii) 〈T2(ϕ), ϕ〉 ≥ 〈T1(ϕ), ϕ〉 ≥ 0 para todo ϕ ∈ H.

Entonces para todo ϕ ∈ H se tiene
〈T−1

1 (ϕ), ϕ〉 ≥ 〈T−1
2 (ϕ), ϕ〉

Demostración. Por la hipótesis (ii), el operador T1 define una forma cuadrática positiva semidefinida, a
saber

(ϕ, ψ) = 〈ϕ, T1(ψ)〉.
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz a dicha forma obtenemos

〈T−1
2 (ϕ), ϕ〉2 = 〈T−1

2 (ϕ), T1T
−1
1 (ϕ)〉2 = (T−1

2 (ϕ), T−1
1 (ϕ))2

≤ (T−1
2 (ϕ), T−1

2 (ϕ)) (T−1
1 (ϕ), T−1

1 (ϕ)) = 〈T−1
2 (ϕ), T1T

−1
2 (ϕ)〉 〈T−1

1 (ϕ), T1T
−1
1 (ϕ)〉

≤ 〈T−1
2 (ϕ), T2T

−1
2 (ϕ)〉 〈T−1

1 (ϕ), T1T
−1
1 (ϕ)〉 = 〈T−1

2 (ϕ), ϕ〉 〈T−1
1 (ϕ), ϕ〉,

de donde se concluye la desigualdad deseada. �

Damos ahora el criterio de comparación más importante entre caminatas reversibles y no reversibles.
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Proposición 2.2.2. Sean P un operador de transición irreducible y υ una medida excesiva respecto a P .
Sea Q un operador de transición reversible de conductancia total m. Supongamos que

(i) supg∈X m(g)/υ(g) <∞,

(ii) P ≥ λQ para cierto λ > 0.

Entonces la recurrencia respecto a P implica la recurrencia respecto a Q.

Demostración. Sea ψ la función acotada dada por ψ(g) = m(g)/υ(g), para la cual fijamos una constante
C > 0 tal que ψ ≤ C. Consideremos la caminata perezosa asociada P̄ = (I + P )/2 (cuyo coeficiente de
pereza es 1/2) y hagamos

Q̄ =

(

1 − ψ

2C

)

I +
ψQ

2C
,

es decir

q̄(g → h) =

(

1 − ψ(g)

2C

)

δg(h) +
ψ(g)q(g → h)

2C
.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que λ ≤ 1/2.

Afirmamos que el operador (P̄ − λQ̄)/(1 − λ) es de transición y que la medida υ es excesiva respecto a
él. Para verificar esto, observemos primeramente que, siendo υ excesiva respecto a P , también lo es respecto
a P̄ . Además, Q̄ es reversible con conductancia υ, pues de la igualdad ψυ = m se deduce, para g 6= h,

υ(g)q̄(g → h) =
m(g)q(g → h)

2C
=
m(h)q(h→ g)

2C
= υ(h)q̄(h→ g).

Finalmente, como P ≥ λQ y λ ≤ 1/2, se comprueba rápidamente que se tiene también P̄ ≥ λQ̄. Todo lo
anterior prueba lo afirmado.

El operador (P̄ − λQ̄)/(1 − λ) actúa entonces sobre ℓ2(X, υ), y para toda ϕ ∈ ℓ2(X, υ) y todo x ∈]0, 1]
se tiene

x〈(P̄ − λQ̄)ϕ,ϕ〉υ ≤ (1 − λ)〈ϕ,ϕ〉υ ,
es decir,

〈λ(I − xQ̄)ϕ,ϕ〉υ ≤ 〈(I − xP̄ )ϕ,ϕ〉υ . (2.1)

Hagamos T1 = λ(I − xQ̄) y T2 = I − xP̄ . Como P̄ y Q̄ son contracciones y x < 1, T1 y T2 son invertibles,
teniéndose además 〈T1ϕ,ϕ〉 ≥ 0 y 〈T2ϕ,ϕ〉 ≥ 0. La desigualdad (2.1) no es otra cosa que 〈T1ϕ,ϕ〉 ≤ 〈T2ϕ,ϕ〉.
Finalmente, siendo Q̄ un operador autoadjunto, T1 también lo es. Las hipótesis del lema (2.2.1) son aśı
satisfechas, y la conclusión de dicho lema estipula que para toda ϕ se tiene 〈T−1

2 ϕ,ϕ〉 ≤ 〈T−1
1 ϕ,ϕ〉. Observe

ahora que

T−1
2 ϕ(g) =

∑

n≥0

xnP̄nϕ(g) =
∑

n≥0

xn
∑

h∈X
p̄(n)(g → h)ϕ(g)

=
∑

h∈X





∑

n≥0

xnp̄(n)(g → h)



ϕ(h) =
∑

h∈X
GP̄ (g, h|x)ϕ(h),

y análogamente

T−1
1 ϕ(g) =

1

λ

∑

h∈X
GQ̄(g, h|x)ϕ(h).

Para ϕ = δg obtenemos entonces
GP̄ (g, g|x) ≤ GQ̄(g, g|x)/λ.

Ahora bien, por el ejemplo 1.2.3,

GP̄ (g, g|x) =
1

1 − x/2
GP

(

g, g
∣

∣

∣

x

2 − x

)

, (2.2)
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de modo que, haciendo tender x a 1 por abajo obtenemos

GP (g, g|1) ≤ 2GQ̄(g, g|1)/λ.

La recurrencia respecto a P implica entonces la recurrencia respecto a Q̄.

Finalmente, observe que para toda ϕ ∈ ℓ0(X) se tiene

DQ̄(ϕ) =
∑

g,h∈X
(ϕ(g) − ϕ(h))2υ(g)q̄(g → h) =

∑

g,h∈X
(ϕ(g) − ϕ(h))2m(g)

q(g → h)

2C
=
DQ(ϕ)

2C
.

Luego, la recurrencia respecto a Q̄ implica la recurrencia respecto a Q. �

Ejemplo 2.2.3. Si P1 y P2 son reversibles para la misma conductancia m, y si τ ∈]0, 1[ es tal que la
caminata asociada al operador de transición τP1 + (1 − τ)P2 es recurrente, entonces tanto P1 como P2

inducen caminatas recurrentes. Esto resulta inmediatamente de la proposición anterior.

Ejemplo 2.2.4. La hipótesis según la cual el operador Q es reversible con conductancia que verifica la
desigualdad m(g)/v(g) ≤ C es esencial para la validez de la proposición anterior. En efecto, del ejemplo
1.2.2 se desprende que la caminata Q sobre (Z,+) con probabilidades de transición ρ y ̺ a los vecinos
es transiente cuando ρ 6= ̺. Sin embargo, dicha caminata es “comparable” a la caminata simple P , la
cual es recurrente. El problema radica en que la conductancia m para la cual Q es reversible verifica
m(k) = m(0)(̺/ρ)k para todo k ∈ Z, y por lo tanto no es uniformemente acotada.

Recuerde que, en un grafo cualquiera, la caminata simple es reversible para m(g) = grad(g).

Corolario 2.2.5. Sea P un operador de transición para una caminata aleatoria uniformemente irreducible
en un grafo de geometŕıa finita. Supongamos que υ sea una medida excesiva respecto a P satisfaciendo
infg υ(g) > 0. Entonces la recurrencia respecto a P implica la recurrencia respecto a la caminata simple.

Demostración. Fijemos k ∈ N y ε > 0 tales que para todo par de vecinos g, h exista n ≤ k tal que
p(n)(g → h) ≥ ε. Hagamos P̄ = (1 + P )/2 y P̂ = P̄ k. Como ya hemos observado, de la igualdad (2.2)
se deduce que la recurrencia respecto a P implica la recurrencia respecto a P̄ . Ahora, si P̄ es recurrente
entonces para algún n ∈ {1, . . . , k} la serie

∑

m≥0 p̄
(mk+n)(g → g) es divergente. Siendo P̄ mayor o igual a

1/2, para un tal n tenemos

∑

m≥0

p̂(m)(g → g) ≥
(

1

2

)k−n
∑

m≥0

p̄(mk+n)(g → g) = ∞,

lo cual implica la recurrencia de P̂ .

Observe que υ es P̂ -excesiva. Por otro lado, P̂ domina a un múltiplo positivo de la caminata simple. En
efecto, si g y h son vecinos, entonces

p̂(g, h) ≥ ε

2k
≥ ε

2k
· 1

grad(g)
.

Finalmente, siendo X de geometŕıa finita y teniéndose infg υ(g) > 0, se tiene supgm(g)/υ(g) <∞. El hecho
que la caminata simple sea recurrente resulta entonces como consecuencia de la proposición 2.2.2. �

Una caminata reversible (X, p) es dicha controladamente reversible si existe una constante C > 0 tal que
C−1 ≤ m(g) ≤ C para todo g. Esta terminoloǵıa es ampliamente justificada por el siguiente resultado.

Teorema 2.2.6. Si X es un grafo de geometŕıa finita sobre el que está definida una caminata uniformemente
irreducible, controladamente reversible y de rango acotado, entonces la recurrencia (resp. transiencia) para
ella implica la recurrencia (resp. transiencia) para toda otra caminata satisfaciendo dichas propiedades.
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Demostración. Sean (X,P ) la caminata original y (X,Q) la caminata simple. Probaremos que existen
constantes positivas α y β tales que αDQ ≤ DP ≤ βDQ. Esto implicará que si (X,P ′) es otra caminata
verificando las hipótesis, entonces α′DP ′ ≤ DP ≤ β′DP ′ para ciertos α′ > 0 y β′ > 0, probando la afirmación
del teorema (vea la condición (iii) de la proposición 2.1.3).

Con las notaciones de la demostración del corolario precedente, notemos en primer lugar que, para toda
ϕ ∈ ℓ0(X),

DP̂ (ϕ) ≤ k2DP̄ (ϕ) =
k2

2
DP (ϕ).

Además,

m(g)p̂(g → h) ≥ ε

2k
C−1 = ε̄.

Se deduce fácilmente entonces que para α = 2ε̄/k2 se tiene la desigualdad αDQ ≤ DP .

Para probar la otra desigualdad, observe que para todo g, h en X , γ ∈ γ(g, h) y ϕ ∈ ℓ0(X), la desigualdad
de Cauchy-Schwarz nos da

(ϕ(g) − ϕ(h))2 ≤ dist(g, h)
∑

a∈γ
(∇ϕ(a))2,

por lo que

(ϕ(g) − ϕ(h))2 ≤ dist(g, h)

|γ(g, h)|
∑

γ∈γ(g,h)

∑

a∈γ
(∇ϕ(a))2,

Luego, para toda ϕ ∈ ℓ0(X),

DP (ϕ) =
∑

g,h∈X
c(g, h)(ϕ(g)−ϕ(h))2 ≤

∑

g,h∈X

dist(g, h)

|γ(g, h)|
∑

γ∈γ(g,h)

∑

a∈γ
(∇ϕ(a))2c(g, h) =

∑

a∈−→
Arp(X)

(∇ϕ(a))2φ(a),

donde

φ(a) =
∑

g,h∈X
m(g)p(g → h) dist(g, h)

|γa(g, h)|
|γ(g, h)|

y γa(g, h) designa al conjunto de geodésicas que unen g, h y contienen la arista a. Si verificamos que φ es
uniformemente acotada, entonces para β = supa φ(a) se tendrá DP (ϕ) ≤ βDQ(ϕ).

Sean M una cota para el grado de los vértices y D una cota para el rango de P (si p(g → h) 6= 0 entonces
dist(g, h) ≤ D). Fijada una arista a, existen a los más MD opciones de elección de elementos g, h tales que
a ∈ γ ∈ γ(g, h) y p(g → h) > 0. Por lo tanto,

φ(a) ≤ CD
∑

dist(g,h)≤D

|γa(g, h)|
|γ(g, h)| ≤ CDM2D,

lo cual culmina la demostración. �

Ejercicio 2.2.7. Si X y X ′ son grafos de geometŕıa finita y R : X → X ′ una quasi-isometŕıa, pruebe que existe una
constante λ > 0 tal que para toda ϕ ∈ ℓ0(X

′) se tiene

DX′(ϕ) ≥ λDX(ϕ ◦ R).

Aplicando esta desigualdad a una quasi-inversa de R concluya que, bajo las hipótesis anteriores, la recurrencia
(transiencia) de la caminata simple sobre un grafo es equivalente a la recurrencia o transiencia de la caminata simple
sobre el otro grafo. En otras palabras, “la recurrencia es preservada por quasi-isometŕıas”.
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2.3 Crecimiento de Grupos Recurrentes

Dados un grupo Γ y un sistema (finito) de generadores G = {g1, . . . , gk}, la función de crecimiento
V : N → N es aquélla que asocia a r ∈ N el cardinal V (r) de la bola B(e, r) de centro e y radio r en el
grafo de Cayley correspondiente. El grupo Γ tiene crecimiento polinomial si existe un polinomio P tal que
V (r) ≤ P (r) para todo r ∈ N. Si tal es el caso, el grado mı́nimo que puede tener un polinomio verificando
dicha propiedad es llamado el grado de crecimiento de Γ. Se dice que Γ tiene crecimiento exponencial (resp.
subexponencial) si V (r)1/r converge a un ĺımite mayor que (resp. igual a) 1 (observe que, por el lema 4.1.1,
la expresión V (r)1/r es convergente). Las nociones introducidas anteriormente son invariantes bajo cambio
de sistema de generadores.

Ejercicio 2.3.1. Pruebe que si un grupo tiene crecimiento polinomial de grado n respecto a un sistema (finito) de
generadores, entonces ocurre lo mismo respecto a cualquier otro sistema (finito) de generadores.

Por los ejercicios 2.0.8 y 2.2.7, podemos hablar de la recurrencia o transiencia de la caminata aleatoria
simple en un grupo (finitamente generado) de manera independiente del sistema (finito) de generadores. Tal
recurrencia queda parcialmente caracterizada (en términos de crecimiento) por los resultados presentados a
continuación.

Teorema 2.3.2. Si un grupo tiene crecimiento polinomial de grado inferior o igual a 2, entonces la caminata
aleatoria simple sobre él es recurrente.

Demostración. Por hipótesis, existe c < ∞ tal que m(B(e, n))/n2 = V (n)/n2 ≤ c para todo n ∈ N.
Consideremos la partición Γ = ∪n≥0Xn, donde Xn es la esfera de centro e y radio n, es decir

Xn = {g ∈ Γ : dist(e, g) = n}.

Considerando el acortamiento correspondiente de la caminata (vea el ejemplo 2.1.5), se tiene

c′(n, n+ 1) =
∑

g∈Xn,h∈Xn+1

c(g, h) ≤ m(B(e, n+ 1)) −m(B(e, n)).

La desigualdad entre medias aritméticas y armónicas implica

2n
∑

k=n+1

1

c′(k − 1, k)
≥ n2

∑2n
k=n+1 c

′(k − 1, k)
=

n2

m(B(e, 2n)) −m(B(e, n))
≥ n2

m(B(e, 2n))
≥ 1

4c
.

Se deduce entonces que la serie
∑

k r
′(k − 1, k) diverge. Por el ejemplo 2.1.4, la caminata es recurrente. �

Observe la analoǵıa entre la demostración precedente y aquélla sugerida para el ejercicio 2.1.6: el teorema
2.3.2 nos ratifica el hecho que la caminata simple sobre Z2 es recurrente. Para grupos de crecimiento superior
(para los cuales debiésemos a estas alturas sospechar la transiencia), la situación es más compleja.

Denotando por E(·) la esperanza de una variable aleatoria, definimos el k-ésimo momento (partiendo
desde e) de una medida de probabilidad simétrica µ sobre Γ por

Mk(µ) = E
(

h 7→ dist(e, h)k
)

=
∑

n≥0

nk
(

∑

dist(e,h)=n

p(e→ h)
)

.

Un argumento simple de homogeneidad muestra que Mk(µ) = E
(

h 7→ dist(g, h)k
)

para todo g ∈ Γ.

Lema 2.3.3. Si Γ es un grupo un grupo finitamente generado para el cual existe una constante c > 0 tal que
V (k) ≥ ck3 para todo k ∈ N, entonces existe una medida de probabilidad simétrica y de segundo momento
finito sobre Γ que induce una caminata aleatoria transiente.
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Demostración. Para n ≥ 2 definamos εn = 1/n3 log2(n), y hagamos ε1 = 1 −∑n≥2 εn. Afirmamos que la
medida de probabilidad µ sobre Γ dada por

µ(g) =
∑

n≥1

εnXB(e,n)(g)

m(B(e, n))

satisface las afirmaciones de la proposición. Para verificar esto, notemos en primer lugar que

M2(µ) =
∑

n≥1

εn
m(B(e, n))

∑

g∈Γ

dist(e, g)2XB(e,n)(g) ≤
∑

n≥1

εnn
2 =

∑

n≥1

1

n log2(n)
<∞.

Por otra parte, como g está en B(e, n) si y sólo si g−1 pertenece a B(e, n), la medida µ es simétrica. Resta
entonces verificar que la caminata asociada a µ es transiente. Para ello, para cada k ∈ N descompongamos
µ escribiéndola como suma de dos medidas (defectivas) µ1 y µ2, con

µ1(g) =
∑

n<k

εnXB(e,n)(g)

m(B(e, n))
.

Haciendo sk =
∑

n≥k εn se obtiene µ1(Γ) = 1 − sk y ‖µ2‖∞ = supg∈Γ µ2(g) ≤ sk/m(B(e, k)). Se verifica
fácilmente por inducción que en general se tiene

‖µ∗(n)‖∞ ≤ µ1(Γ)n + n‖µ2‖∞,

lo cual nos da en nuestro caso particular

µ∗(n)(e) ≤ (1 − sk)
n + n

sk
V (k)

.

Dejamos al lector la tarea de verificar que skk
2 log2(k) tiende a 1/2 (para verificar esto, basta integrar por

partes la función x 7→ 1/x3 log2(x)). Como V (k) ≥ ck3, usando la desigualdad 1 − t ≤ e−t obtenemos, para
ciertas constantes c1 y c2,

p(n)(e→ e) ≤ exp

(

− c1n

k2 log2(k)

)

+
c2n

k5 log2(k)

para todo n y k suficientemente grandes. Colocando k = k(n) = n2/5, lo anterior se reduce a

p(n)(e→ e) ≤ exp

(

− c3n
1/5

log2(n)

)

+
c4

n log2(n)
,

probando la convergencia de
∑

n p
(n)(e→ e). La caminata asociada a µ es por lo tanto transiente. �

El lema siguiente es un refinamiento para medidas de segundo momento finito de una de las vertientes
del criterio dado por el teorema 2.2.6.

Lema 2.3.4. Sean Γ un grupo finitamente generado y µ una medida de probabilidad simétrica y de se-
gundo momento finito sobre Γ. Si la caminata (Γ, µ) es transiente, entonces la caminata simple sobre Γ es
transiente.

Demostración. Sean P el operador de transición asociado a µ y Q aquél asociado a la caminata simple.
Basta probar que existe β > 0 tal que DP ≤ βDQ. Para ello, al igual que en la demostración de la segunda

parte del teorema 2.2.6, debemos probar que la función φ :
−→
Arp(Γ) → X dada por

φ(a) =
∑

g,h∈Γ

m(g)p(g → h) dist(g, h)
|γa(g, h)|
|γ(g, h)| =

∑

g,h∈Γ

µ(g−1h) dist(e, g−1h)
|γg−1(a)(e, g

−1h)|
|γ(e, g−1h)|
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es acotada superiormente. Afirmamos que se tiene φ(a0) ≤ M2(µ) para toda arista a0 del grafo de Cayley
de Γ. En efecto, a partir de la identidad

∑

a∈−→
Arp(Γ)

|γa(e, g)|
|γ(e, g)| =

1

|γ(e, g)|
∑

γ∈γ(e,g)

|{a ∈ γ}| = dist(e, g),

se deduce

φ(a0) =
∑

g,h∈Γ

µ(g−1h) dist(e, g−1h)
|γg−1(a0)(e, g

−1h)|
|γ(e, g−1h)| =

∑

f∈Γ

µ(f) dist(e, f)
∑

g∈Γ

|γg−1a(e, f)|
|γ(e, f)|

≤
∑

f∈Γ

µ(f) dist(e, f)
∑

a∈−→
Arp(Γ)

|γg−1a(e, f)|
|γ(e, f)| =

∑

f∈Γ

µ(f) dist(e, f)2 = M2(µ). �

El teorema siguiente resulta ahora como corolario de los lemas 2.3.3 y 2.3.4.

Teorema 2.3.5. Si Γ es un grupo un grupo finitamente generado para el cual existe una constante c > 0
tal que V (k) ≥ ck3 para todo k ∈ N, entonces la caminata aleatoria simple sobre Γ es transiente.

A partir del corolario 2.2.5 concluimos que un grupo Γ satisfaciendo V (n) ≥ cn3 para alguna constante
positiva c no admite ninguna medida de probabilidad simétrica cuya caminata aleatoria inducida sea (irre-
ducible y) recurrente. Para grupos de crecimiento polinomial de grado inferior o igual a 2, toda caminata
asociada a una probabilidad simétrica (irreducible) y de segundo momento finito es recurrente. Sin embargo,
existen medidas de probabilidad simétricas sobre Z y Z2 de segundo momento infinito que inducen caminatas
(irreducibles y) transientes.

Ejercicio 2.3.6. Dado ε ∈]0, 1[, considere la medida de probabilidad µ sobre Z definida por µ(n) = c/|n|1+ε para
n 6= 0 y µ(0) = 0, donde 1/c = 2

P

n≥1 1/n1+ε. Verifique que el segundo momento de µ es infinito, y pruebe que la
caminata aleatoria inducida es transiente.

2.4 Clasificación de grupos según su crecimiento

Para acabar nuestra discusión en torno a la recurrencia (y en particular concluir la demostración del
teorema 2.0.6) debemos clasificar los grupos de acuerdo a su crecimiento. El siguiente resultado, debido a
Gromov, responde a esta problemática.

Teorema 2.4.1. Si Γ es un grupo de crecimiento polinomial de grado a lo más 2, entonces Γ es ya sea finito
o bien una extensión de Z o Z2. Si el crecimiento de Γ no está acotado por ningún polinomio de grado 2,
entonces existe una constante positiva c tal que V (n) ≥ cn3 para todo n ∈ N.

A decir verdad, el teorema anterior es una consecuencia de (la demostración de) otro resultado (el genuino
“teorema de Gromov”), además de algunos aspectos básicos de la teoŕıa de los grupos nilpotentes. Hasta
hoy, la mejor fuente de estudio para todo esto sigue siendo el célebre art́ıculo [17] y las referencias alĺı dadas.

Teorema 2.4.2. Un grupo (finitamente generado) tiene crecimiento polinomial si y sólo si contiene un
subgrupo nilpotente de ı́ndice finito. En tal caso, la función de crecimiento es equivalente a un polinomio.

La demostración del teorema precedente reposa sobre ideas geométricas apasionantes pero que no tienen
mayor relación con los métodos probabiĺısticos usados en este caṕıtulo. Un problema no totalmente despro-
visto de interés sigue siendo el encontrar una demostración simple y directa para el teorema 2.4.1.

Ejercicio 2.4.3. El grupo de Heisenberg (discreto) de orden n es aquél cuyos elementos son las matrices triangulares
superiores de entradas enteras y unos sobre la diagonal. Verifique que dicho grupo es nilpotente de orden de nilpotencia
n − 1. Pruebe que el grupo de Heisenberg de orden 3 tiene crecimiento polinomial de grado 4. Bosqueje el grafo de
Cayley de dicho grupo respecto a un sistema natural de generadores.
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Caṕıtulo 3

Función de recurrencia e isoperimetŕıa

Dos funciones F,G de N en [0,∞[ son dichas asintóticamente equivalentes si existen constantes enteras
c, c′, d, d′ tales que para todo n ∈ N se tiene

F (n) ≤ cG(dn), G(n) ≤ c′F (d′n).

Utilizaremos la notación F ≃ G para indicar que F y G son asintóticamente equivalentes. De manera un
poco más general, una función F domina a G (lo cual se denota F � G) si existen constantes A,B tales
que F (n) ≥ cG(dn) para todo n ∈ N. Aśı, dos funciones son equivalentes si y sólo si ellas se dominan
mutuamente.

El primer objetivo de este caṕıtulo es presentar una prueba del siguiente resultado debido a Pittet y
Saloff-Coste [27].

Teorema 3.0.4. Si Γ y Γ′ son dos grupos quasi-isométricos y P, P ′ son operadores en ℓ2(Γ) y ℓ2(Γ′) respec-
tivamente que verifican las condiciones ?, entonces

〈P 2n(δe), δe〉 ≃ 〈(P ′)2nδe′ , δe′〉.

En particular, el tipo asintótico de la función n 7→ 〈P 2n(δe), δe〉 no depende del sistema (finito) de generadores
del grupo en cuestión.

Observe que 〈P 2nδe, δe〉 corresponde a la probabilidad p(2n)(e→ e) de volver al origen en 2n pasos.

3.1 Asintótica de la tasa de retorno al origen

Tal como veremos en el próximo caṕıtulo, para una amplia familia de grupos (a saber, los grupos no
promediables) se tiene

p(2n)(e→ e) ≃ exp(−n).

Ejemplos importantes de grupos promediables son los de crecimiento subexponencial. En particular, para
los grupos de crecimiento polinomial tenemos el siguiente resultado de Varopoulos.

Teorema 3.1.1. Si Γ es un grupo de crecimiento polinomial de grado d, entonces

〈P 2n(δe), δe〉 ≃ n−d/2.

A continuación damos una serie de otros ejemplos relevantes de grupos promediables con la correspondi-
ente asintótica para la función de retorno al origen.
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Ejemplo 3.1.2. Si Γ =
(

Z/2Z
)

≀ Zd entonces

p(2n)(e→ e) ≃ exp(−nd/(d+2)).

Ejemplo 3.1.3. Si Γ = Z ≀ Zd entonces

p(2n)(e→ e) ≃ exp
(

−nd/(d+2)(log(n))2/(d+2)
)

.

Ejemplo 3.1.4. Si Γ es polićıclico y no virtualmente nilpotente, entonces

p(2n)(e→ e) ≃ exp(−n1/3).

En lo que sigue daremos la prueba completa de la estimación del ejemplo 3.1.2.

3.1.1 Estimaciones inferiores

Para un operador de difusión arbitrario P , el laplaciano asociado ∆ = Id − P es positivo y simétrico.
Para cada subconjunto finito A de Γ resulta entonces natural considerar

λ1(A) = inf
ϕ 6=0,sop(ϕ)⊂A

〈∆ϕ,ϕ〉
‖ϕ‖2

2

.

Proposición 3.1.5. Si λ1(A) es suficientemente pequeño entonces

p(2n)(e→ e) � exp(−nλ1(A))

|A| .

Demostración. Las igualdades siguientes son evidentes:

|A|p(2n)(e→ e) =
∑

g∈A
〈P 2n(δg), δg〉 =

∑

g∈A
p(2n)(g → g). (3.1)

Consideremos el operador submarkoviano PA dado por

pA(g → h) =

{

p(g → h) si g, h están en A,
0 en caso contrario.

Este operador PA actúa sobre el espacio de Hilbert (de dimensión finita) ℓ2(A). Si ∆A = 1−PA designa
el laplaciano correspondiente, entonces ∆A es un operador autoadjunto y positivo. Denotando por

0 ≤ λ1(A) ≤ λ2(A) ≤ . . . ≤ λ|A|(A)

los valores propios correspondientes, tenemos
∑

g∈A
p(2n)(g → g) ≥

∑

g∈A
p
(2n)
A (g → g)

= Tr (P 2n
A )

=

|A|
∑

i=1

(1 − λi(A))2n

≥ (1 − λ1(A))2n

� exp(−nλ1(A)),

lo cual permite concluir la demostración. �

Consideremos ahora el operador de transición P asociado a la caminata aleatoria simple (respecto a un
sistema simétrico de generadores G). Para cada subconjunto finito A de Γ y cada k ∈ N denotemos

Ak = {g ∈ A : dist(g,Γ \A) ≥ k}.
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Lema 3.1.6. Con las notaciones precedentes, para todo k ∈ N se tiene la desigualdad

λ1(A) ≤ |A|
k2 |Ak|

.

Demostración. Consideremos la función ϕ : Γ → [0,∞[ dada por ϕ(g) = dist(g,Γ \A). Tenemos

‖ϕ‖2
2 =

∑

g∈Γ

ϕ(g)2 ≥ |Ak|k2,

y

〈∆ϕ,ϕ〉 =
1

2

〈

∇∗∇ϕ,ϕ
〉

=
1

2

〈

∇ϕ,∇ϕ
〉

=
1

2

∑

g,h

∣

∣ϕ(g) − ϕ(h)
∣

∣

2
p(g → h) ≤

∑

g∈A,h∈G
1 = |A|,

lo cual permite concluir la afirmación del lema. �

Estamos ahora en condiciones de probar la estimación inferior para el ejemplo 3.1.2. Para Γ = (Z/2Z)≀Zd
consideremos

A(ℓ) =
{

(η, g) : ‖g‖Zd ≤ n, η(g) = 0 si ‖g‖Zd > n
}

.

Se tiene evidentemente |A(ℓ)| = ℓd2ℓ
d

. Consideremos el subconjunto Ā(ℓ) de A(ℓ) dado por

Ā(ℓ) =
{

(η, g) ∈ A(ℓ) : ‖g‖Zd ≤ ℓ/2
}

.

Claramente, |Ā(ℓ)| = (ℓ/2)d2ℓ
d

. Puesto que Ā(ℓ) ⊂ A(ℓ)ℓ/2, el lema 3.1.6 nos da

λ1(A(ℓ)) ≤ ℓd2ℓ
d

ℓ2(ℓ/2)d2ℓd
≃ 1

ℓ2
.

Por la proposición 3.1.5,

p(2n)(e→ e) � exp
(

− n

ℓ2
− ℓd

)

.

Escogiendo ℓ de modo que n/ℓ2 ≃ ℓd se concluye finalmente que

p(2n)(e→ e) � exp(−nd/(d+2)).

3.1.2 Estimaciones superiores

Las ideas geométricas para la estimación superior son más elaboradas. Para comenzar, dados un grupo
Γ y un operador de Markov P verificando las hipótesis ???, consideremos la función ΛP : R → R dada por

ΛP (s) = inf
|A|≤s

λ1(A).

Lema 3.1.7. Para toda función ϕ : Γ → R de soporte finito se tiene la desigualdad

‖ϕ‖2
2 ≤ 2 〈∆ϕ,ϕ〉

ΛP

(

4‖ϕ‖2
1

‖ϕ‖2
2

) .

Demostración. De la desigualdad

〈

∆ϕ,ϕ
〉

=
1

2

∑

g,h

(

ϕ(g) − ϕ(h)
)2
p(g → h) ≥ 1

2

∑

g,h

(

|ϕ(g)| − |ϕ(h)|
)2
p(g → h) =

〈

∆|ϕ|, |ϕ|
〉

,

se concluye que basta con considerar el caso en que ϕ es no negativa. Supongamos que éste sea el caso y
para t ≥ 0 definamos

(ϕ− t)+(g) =

{

ϕ(g) − t si ϕ(g) ≥ t,
0 en caso contrario.
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Se tiene entonces la desigualdad
ϕ(x)2 ≤ (ϕ− t)+(x)2 + 2tϕ(x),

por lo que
‖ϕ‖2

2 ≤ ‖(ϕ− t)+‖2
2 + 2t‖ϕ‖1.

Puesto que, por definición,

‖(ϕ− t)+‖2
2 ≤ 1

Λ(|sop(ϕ− t)+|)
〈

∆(ϕ− t)+, (ϕ− t)+
〉

≤ 〈∆(ϕ − t), ϕ− t〉
Λ(|sop(ϕ− t)+|) =

〈∆ϕ,ϕ〉
Λ(|sop(ϕ− t)+|) ,

si denotamos
Ft = sop(ϕ− t)+ = {g : ϕ(g) > t}

entonces concluimos que

‖ϕ‖2
2 ≤ 1

Λ(|Ft|)
〈∆ϕ,ϕ〉 + 2t‖ϕ‖1. (3.2)

Escogiendo t de modo que 2t‖ϕ‖1 = ‖ϕ‖2
2/2 y utilizando la desigualdad elemental |Ft| ≤ t−1‖ϕ‖1, vemos

que (3.2) se transforma en
‖ϕ‖2

2

2
≤ 〈∆ϕ,ϕ〉

Λ
(

4‖ϕ‖2
1

‖ϕ‖2
2

) ,

tal como queŕıamos demostrar. �

Puesto que el operador inverso P−1 también es Markoviano tenemos

〈∆ϕ,ϕ〉 = 〈(Id− P )ϕ,ϕ〉 = ‖ϕ2‖2
2 − 〈P (ϕ), ϕ〉 ≤ ‖ϕ‖2

2 − ‖P (ϕ)‖2
2,

por lo que la desigualdad del lema precedente puede escribirse de la forma

‖ϕ‖2
2 ≤ 2

ΛP

(

4‖ϕ‖2
1

‖ϕ‖2
2

)

(

‖ϕ‖2
2 − ‖P (ϕ)‖2

2

)

.

La proposición siguiente, debida a Nash, permite lidear con una desigualdad de este tipo.

Proposición 3.1.8. Sea N : [1,∞[→]0,∞[ una función continua no decreciente. Si para toda función
ϕ : Γ → R de soporte finito se tiene

‖ϕ‖2
2 ≤ N

(‖ϕ‖2
1

‖ϕ‖2
2

)

(

‖ϕ‖2
2 − ‖P (ϕ)‖2

2

)

,

entonces ψ(n) ≥ p(2n)(e→ e), donde ψ : [0,∞[→]0, 1] es la única función satisfaciendo ψ(0) = 1 y

t =

∫ 1/ψ(t)

1

N(s)

s
ds.

Demostración. Observemos primeramente que, comoN es no nula y no decreciente, para F (x) =
∫ x

0
N(s)
s ds

se tiene limx→∞ F (x) = ∞. Esto muestra que ψ está bien definida. Puesto que, F (1/ψ(t)) = t, derivando
formalmente tenemos

F ′
( 1

ψ(t)

)( 1

ψ(t)

)′
= 1,

lo cual nos da
N(1/ψ(t))

1/ψ(t)
· −ψ

′(t)

ψ(t)2
= 1,

es decir

−ψ′(t) =
ψ(t)

N(1/ψ(t))
.
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A partir de este cálculo (a priori formal) es fácil deducir la diferenciabilidad de ψ.

Escojamos ahora ϕ de norma ‖ϕ‖1 = 1 y denotemos u(n) = ‖Pn(ϕ)‖2
2, donde n ≥ 0. La hipótesis de la

proposición implica inmediatamente que

u(n) ≤ N

(

1

u(n)

)

(

u(n) − u(n+ 1)
)

.

Consideremos la extensión af́ın por partes u : [0,∞[→ R de la sucesión (u(n)). La función u aśı obtenida es
no creciente, y para todo t ≥ 1 no entero se verifica

u(t) ≤ N
( 1

u(t)

)

· (−u′+(t)). (3.3)

Notemos ahora que

u(n) − u(n+ 1) = 〈P 2n(ϕ), ϕ〉 − 〈P 2P 2n(ϕ), ϕ〉
= 〈(Id− P 2)P 2n(ϕ), ϕ〉
= ‖(Id− P 2)1/2Pn(ϕ)‖2

2

≤ ‖(Id− P 2)1/2Pn−1(ϕ)‖2
2

= u(n− 1) − u(n).

Luego,

u(n) ≤ N
( 1

u(n)

)

(

u(n− 1) − u(n)
)

,

de donde se deduce que, para todo t ≥ 1,

u(t) ≤ N
( 1

u(t)

)

· (−u′−(t)). (3.4)

Si consideramos el caso particular de la función ϕ = δe vemos que u(0) = 1 y u(n) = p(2n)(e, e). Puesto que
ψ(0) = 1 y

−ψ′(t) =
ψ(t)

N( 1
ψ(t) )

para todo t ≥ 1,

un argumento sencillo de comparación con (3.3) y (3.4) muestra entonces que ψ(n) ≥ p(2n)(e → e). �

Podemos usar entonces la función N(t) = 2/ΛP (4t) en la desigualdad de Nash. Para estimar la función ψ
correspondiente, necesitamos encontrar una buena cota inferior para la función ΛP . Para esto nos valdremos
de la famosa desigualdad de Cheeger que pasamos a describir (vea ??? para una demostración).

Dado un operador de Markov P y un subconjunto finito Ω de Γ,

∂PA =
{

(g, h) ∈ Γ × Γ: c(g, h) = p(g → h) > 0, g ∈ A, h /∈ A
}

.

Se tiene entonces

λ1(A) ≥ 1

2
inf
U⊂A

(

c(∂PU)

|U |

)2

.

Recordemos ahora la definición de la función de Følner FΓ : N → R asociada a un grupo promediable
dada por (vea ??? para mayores detalles)

FΓ(n) = min
A⊂Γ

{

|A| :
|∂A|
|A| ≤ 1

n

}

.

Proposición 3.1.9. Para Γ =
(

Z/2Z
)

≀ Z
d se tiene la equivalencia FΓ ≃ 2n

d

.
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Demostración. La proposición resulta casi inmediatamente de un resultado de Erschler, quien en [11]
establece la relación (bajo ciertas hipótesis técnicas) citar a Gromov ???

FH≀G ≃ (FH)FG .

Las hipótesis técnicas son satisfechas en este caso particular, por lo que la afirmación resulta de las relaciones
FZ/2Z ≡ 2 y FZd(n) ≃ nd. �

Para concluir, consideremos un subconjunto arbitrario A de Γ = (Z/2Z) ≀ Zd y elijamos n ∈ N minimal
de modo que |A| < FΓ(n). Por definición tenemos

|∂A|
|A| ≥ 1

n
≃ 1

(log(|A|))1/d ,

por lo que la desigualdad de Cheeger nos da

λ1(A) � 1

log(|A|)2/d .

Para N(s) = (log(s))2/d tenemos entonces, por la desigualdad de Nash, p(2t)(e, e) ≤ ψ(t), donde ψ verifica
ψ(0) = 1 y

t =

∫ 1/ψ(t)

1

(log(s))2/d

s
ds = (log(s))

2
d
+1
∣

∣

∣

1/ψ(t)

1
.

La relación precedente nos da ψ(s) = exp(−sd/(d+2)), concluyendo aśı la verificación de la relación

p(2t)(e→ e) � exp(−td/(d+2)).

3.2 Desigualdades isoperimétricas

3.2.1 Una desigualdad de Varopoulos

Sea A un subconjunto finito de un grupo infinito Γ generado por un sistema finito G. Dado un radio
positivo r, consideremos los trasladados Ag, donde g ∈B(e, r). El promedio de la masa de A perdida por
estas traslaciones es igual a

1

|B(e, r)|
∑

g∈B(e,r)

∑

h∈Ag

(

1 −XA(h)
)

=
∑

h∈A

1

|B(e, r)|
∑

g∈B(e,r)

(

1 −XA(hg−1)
)

=
∑

h∈A

|B(h, r)| − |B(h, r) ∩A|
|B(h, r)| .

Si escogemos r = r(|A|) de manera tal que |B(e, r)| ∼ 2|A|, entonces cada sumando de la expresión anterior
está acotado inferiormente por 1/2|G|, por lo que el valor de dicha expresión es mayor o igual que |A|/2|G|.
Por otra parte, afirmamos que el promedio de masa perdida es inferior o igual a r|∂A|, lo cual implica que

r|∂A| ≥ |A|
2|G| . (3.5)

En efecto, para que un punto logre “escapar” de A, éste debe “pasar” por su frontera al ser movido por
el “flujo” asociado a cada elemento de B(e, r). De manera más precisa, escribamos cada g ∈ B(e, r) de la
forma g = g1 · · · gn, donde ‖g‖ = n ≤ r y cada gi está en G. Fijado f ∈ ∂A denotamos

Flf (g) = {h ∈ A : hg /∈ A y hg1 . . . gm = f para algún m ≤ m}.

Claramente,
∣

∣

∣

⋃

f∈∂A
Flf (g)

∣

∣

∣
≤ r|∂A|,
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lo cual implica lo afirmado.

Si Γ tiene crecimiento polinomial, entonces existe d ∈ N de modo que V (r) = |B(e, r)| ∼ rd (ver §2.4),
por lo que la desigualdad (3.5) nos da, para alguna constante c > 0,

c|A|1/d|∂A| ≥ |A|,

es decir
|A| ≤ C|∂A| d

d−1 .

Esta desigualdad isoperimétrica para grupos (casi) nilpotentes fue obtenida originalmente por Pansu para
el caso particular del grupo de Heisenberg. Si Γ tiene crecimiento exponencial, entonces un razonamiento
análogo muestra que

|∂A| ≥ C|A|
log(|A|) .

hacer monito ???

Ejemplo 3.2.1. Para Γ = Zd (provisto del sistema estándar de generadores) tenemos

|∂B(e, n)|
|B(e, n)| ≃ nd−1

nd
=

1

n
,

por lo que la función de Følner asociada satisface F (n) � |B(e, n)| ≃ nd. Por otra parte, la desigualdad
probada anteriormente muestra que si un subconjunto finito A ⊂ Zd satisface |∂A|/|A| ≤ 1/n, entonces

c|A| d−1
d /|A| ≤ 1/n, por lo que |A| ≥ c̄nd. Esto muestra que F (n) � nd, y conjuntamente con lo anterior

conluimos que F (n) ≃ nd.

3.2.2 La desigualdad de Cheeger

...
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Caṕıtulo 4

Promediabilidad

4.1 La condición λ(Γ) = 1

Salvo mención de lo contrario, en este caṕıtulo sólo consideraremos medidas de probabilidad simétricas
induciendo caminatas irreducibles. Cuando µ es una probabilidad simétrica sobre un grupo Γ, el operador
de transición P = Pµ actuando en ℓ2(Γ, µ) es autoadjunto, por lo que

limn→∞
n

√

p(n)(e→ e) = ‖P‖ = sup
‖ϕ‖=1

〈Pϕ, ϕ〉. (4.1)

Llamamos taza de retorno al origen al valor dado por la expresión anterior, al cual denotamos por λ(Γ, µ).
Observemos que para todo n ∈ N tenemos p(n)(e→ e) ≤ 1, por lo que λ(Γ, µ) ≤ 1.

El siguiente lema es bien conocido y su demostración puede ser dejada a cargo del lector. Recuerde que
una sucesión que satisface la hipótesis 4.1.1 para c = k = 0 es dicha subaditiva.

Lema 4.1.1. Si (an) es una sucesión de números reales para la cual existen constantes c ∈ R y k ∈ N tales
que para todo m,n en N se verifica la desigualdad

am+n+k ≤ am + an + c, (4.2)

entonces la sucesión (an/n) converge a un ĺımite a ∈ R ∪ {−∞}, teniéndose además a = limn→∞(an/n).

Proposición 4.1.2. Para cualquier caminata aleatoria (Γ, µ) se tiene la igualdad

λ(Γ, µ) = lim
n→∞

2n

√

p(2n)(e→ e).

Demostración. Observe que

p(2n)(e→ e) =
∑

g∈Γ

p(n)(e→ g)p(n)(g → e) ≥ [p(n)(e→ e)]2,

lo cual implica
2n

√

p(2n)(e→ e) ≥ n

√

p(n)(e→ e).

En particular,

λ(Γ, µ) ≥ limn→∞
2n

√

p(2n)(e→ e) ≥ limn→∞
n

√

p(n)(e→ e) = λ(Γ, µ),

de donde

limn→∞
2n

√

p(2n)(e→ e) = λ(Γ, µ). (4.3)
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Por otra parte,

p(2r+2s)(e→ e) =
∑

g∈Γ

p(2r)(e→ g)p(2s)(g → e) ≥ p(2r)(e→ e)p(2s)(e→ e),

por lo que la expresión [p(2n)(e→ e)]1/2n corresponde al n-ésimo témino de una sucesión convergente (basta
aplicar el lema 4.1.1 a la sucesión (an) definida por an = − log(p(n)(e → e))). Concluimos que el ĺımite
superior (4.3) es en realidad un ĺımite, necesariamente igual a λ(Γ, µ). �

Observación 4.1.3. Si µ(e → e) > 0 entonces λ(Γ, µ) = limn→∞
n
√

p(n)(e→ e). En efecto, en dicho caso
se tiene de manera evidente

p(2n+1)(e→ e) ≥ p(e→ e)p(2n)(e→ e),

por lo que tomando la ráız (2n+1)-ésima y pasando al ĺımite se obtiene lo afirmado gracias al lema anterior.

En general, es bastante dif́ıcil determinar el valor de λ(Γ, µ). Sin embargo, si Γ tiene una estructura
algebraica muy particular y µ se adecúa a dicha estructura, entonces pueden obtenerse algunos valores
precisos. Para ello, puede hacerse uso del hecho que λ(Γ, µ) no es otra cosa que el inverso del radio de
convergencia de la serie de Green asociada a µ.

Ejemplo 4.1.4. Para caminatas perezosas se cumple la relación

λ(Γ, τδe + (1 − τ)µ) = τ + (1 − τ)λ(Γ, µ). (4.4)

Esta igualdad se deduce inmediatamente de (4.1), pero puede ser obtenida también sobre la base de los argu-
mentos dados en el ejemplo 1.2.3. Señalemos que, en general, la función µ 7→ λ(Γ, µ) verifica la desigualdad
de convexidad

λ
(

Γ, τµ0 + (1 − τ)µ1

)

≤ τλ(Γ, µ0) + (1 − τ)λ(Γ, µ1). (4.5)

En efecto, debido a (4.4) podemos suponer que µ0(e) y µ1(e) son ambos positivos. La expresión a izquierda
en (4.5) coincide entonces con

lim
n→∞

(

τµ0 + (1 − τ)µ1)
∗(n)(e)

)1/n

= lim
n→∞

(

n
∑

i=0

τ i(1 − τ)n−iµ∗(i)
0 (e)µ

∗(n−i)
1 (e)

)1/n

.

Dado ε > 0 escojamos N ∈ N de modo que, para todo n ≥ N ,

µ
∗(n)
0 (e) ≤

(

λ(Γ, µ0) + ε/2
)n
<
(

λ(Γ, µ0) + ε
)n

y µ
∗(n)
1 (e) ≤

(

λ(Γ, µ1) + ε/2
)n
<
(

λ(Γ, µ0) + ε
)n
.

La expresión
∑n

i=0 τ
i(1 − τ)n−iµ∗(i)

0 (e)µ
∗(n−i)
1 (e) queda entonces mayorada por

n
∑

i=0

τ i(1 − τ)n−i
(

λ(Γ, µ0) + ε
)i(
λ(Γ, µ0) + ε

)n−i
+

+

N
∑

i=0

τ i(1 − τ)n−i
[

µ
∗(i)
0 (e)µ

∗(n−i)
1 (e) −

(

λ(Γ, µ0) + ε
)i(
λ(Γ, µ0) + ε

)n−i]
+

+

n
∑

i=n−N
τ i(1 − τ)n−i

[

µ
∗(i)
0 (e)µ

∗(n−i)
1 (e) −

(

λ(Γ, µ0) + ε
)i(
λ(Γ, µ0) + ε

)n−i]
.

El primer término corresponde a
(

τλ(Γ, µ0) + (1 − τ)λ(Γ, µ1) + ε
)n
. Por lo tanto, si probamos que, para n

suficientemente grande, cada término en las dos sumas restantes es negativo, entonces (4.5) resultará al hacer
tender ε hacia cero. Siendo ambos términos análogos, consideraremos sólo el primero. Sea C el valor mı́nimo

de (λ(Γ, µ0) + ε)i/µ
∗(i)
0 (e), con i ∈ {0, 1, . . . , N}. Si n ≥ 2N entonces, como i ≤ N , tenemos n− i ≥ N , por

lo que

µ
∗(n−i)
1 (e)

(

λ(Γ, µ1) + ε
)n−i ≤

(

λ(Γ, µ1) + ε/2

λ(Γ, µ1) + ε

)n−i
.
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Siendo la última expresión menor o igual a C para n suficientemente grande, se deduce que

µ
∗(n−i)
1 (e)

(

λ(Γ, µ1) + ε
)n−i ≤

(λ(Γ, µ0) + ε)i

µ
∗(i)
0 (e)

,

lo cual permite concluir.

Ejemplo 4.1.5. Consideremos la medida estándar en el grupo libre a k generadores Lk. Sobre la base de
los argumentos dados en el ejemplo 1.2.4, es fácil justificar que la serie G(e, e/x) converge si y solamente si
el valor de la expresión k2 − (2k − 1)x2 es positivo, es decir si y sólo si

x2 <
k2

2k − 1
.

Como λ(Lk, µ) es el inverso del radio de convergencia de G(e, e/x), concluimos que

λ(Lk, µ) =

√

2k − 1

k2
.

De lo anterior se desprende que λ(Z, µ) = 1 y λ(Lk, µ) < 1 para k ≥ 2.

Ejemplo 4.1.6. Consideremos ahora el caso de un producto directo de un número finito de grupos, es decir
Γ = Γ1× · · ·×Γk. Sobre cada Γi fijemos una probabilidad µi y sean τ1, . . . , τk números reales positivos tales
que τ1 + · · ·+ τk = 1. Sea µ la probabilidad sobre Γ definida por µ = τ1µ1 + · · ·+ τkµk, donde consideramos
µi como la imagen de la medida original por la inclusión natural de Γi en Γ. Para esta medida µ se tiene la
igualdad

λ(Γ, µ) = τ1λ(Γ1, µ1) + · · · + τkλ(Γk, µk).

Daremos en lo que sigue una justificación heuŕıstica de ella. Los detalles técnicos de su verificación son
similares a los del ejemplo 4.1.4 y quedarán a cargo del lector.

En primer lugar, notemos que un inductivo simple (el cual dejamos a cargo del lector) permite llevar el
caso general al caso k = 2. Consideremos entonces una medida de probabilidad de la forma µ = τ1µ1 + τ2µ2,
donde τj > 0 para j ∈ {1, 2} y τ1 + τ2 = 1. Se verifica fácilmente que

p(n)(e→ e) =

n
∑

i=0

(

n

i

)

τ i1τ
n−i
2 p

(i)
1 (e→ e)p

(n−i)
2 (e→ e). (4.6)

Podemos perturbar ligeramente µ1 y µ2 de modo que ambas medidas otorguen masa positiva al elemento

neutro. Se tiene entonces limn→∞[p
(n)
j (e→ e)]1/n = λj(Γj , µj) para j ∈ {1, 2}, lo que permite pensar que la

expresión de la derecha en la igualdad (4.6) se “asemeja” a

n
∑

i=0

(

n

i

)

τ i1τ
n−i
2 λ1(Γ1, µ1)

iλ2(Γ2, µ2)
n−i = (τ1λ1(Γ1, µ1) + τ2λ2(Γ2, µ2))

n,

lo que se “traduce” en el hecho que λ(Γ, µ) = limn→∞
n
√

p(n)(e → e) debe ser igual a

lim
n→∞

n
√

(τ1λ1(Γ1, µ1) + τ2λ2(Γ2, µ2))n = τ1λ1(Γ1, µ1) + τ2λ2(Γ2, µ2).

En lo que sigue estudiaremos la estabilidad de la condición λ(Γ, µ) = 1 bajo cambios de la medida µ.
Comenzamos con una observación elemental: si N es un subgrupo normal de Γ entonces, designando también
por µ a la medida inducida en Γ/N , se tiene la desigualdad λ(Γ, µ) ≤ λ(Γ/N, µ). En efecto, la probabilidad
de volver al elemento neutro de Γ en n pasos es menor o igual que la probabilidad de caer en un elemento de
N en igual número de pasos... El lector atento notará la similitud entre la demostración de la proposición
2.2.2 y aquélla que presentamos a continuación.
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Proposición 4.1.7. Sean Γ un grupo y H un subgrupo de Γ. Denotemos por N = N(H) la clausura normal
de H en Γ. Si para alguna medida de probabilidad µ′ sobre H se tiene λ(H,µ′) < 1, entonces se verifica la
desigualdad (estricta) λ(Γ, µ) < λ(Γ/N, µ) para toda medida de probabilidad µ sobre Γ.

Demostración. En primer lugar, por un argumento de paso al ĺımite se prueba fácilmente que se puede
reducir el caso general a aquél en que el soporte de µ′ es finito. En lo que sigue trabajaremos bajo esta
suposición. Supondremos también que µ(e) > 0: si éste no es el caso, basta perturbar ligeramente µ mediante
un coeficiente de pereza pequeño...

Sea k un entero positivo tal que µ∗(k)(g) > 0 para todo g ∈ sop(µ′). Para α > 0 definamos

µα = (1 + α)µ∗(k) − αµ′.

Observe que para α > 0 suficientemente pequeño, µα es una verdadera medida de probabilidad sobre Γ: el
punto importante es que la masa de cada punto por µα es no negativa (observe que para la validez de este
argumento es esencial que los soportes de µ y de µ′ sean finitos). Para η ∈ [0, 1] consideremos la medida
µ̃η = (1− η)µα + ηµ′, obtenida como combinación convexa entre µα y µ′. Como la proyección de µ′ en Γ/N
coincide con la delta de Dirac δe con masa en el elemento neutro de Γ, tenemos

λ(Γ, µ̃η) ≤ (1 − η)λ(Γ, µα) + ηλ(Γ, µ′)

< (1 − η)λ(Γ, µα) + η

≤ (1 − η)λ(Γ/N, µα) + η

= λ(Γ/N, (1 − η)µα + ηδe)

= λ(Γ/N, (1 − η)µα + ηµ′)

= λ(Γ/N, µ̃η).

Haciendo η = α/(1 + α) se obtiene µ̃η = µ∗(k), y por lo tanto λ(Γ, µ)k < λ(Γ/N, µ)k. �

Como corolario obtenemos que, si λ(Γ, µ) = 1, entonces para todo subgrupo H de Γ y toda medida de
probabilidad µ′ sobre H se tiene λ(H,µ′) = 1. En efecto, en caso contrario se tendŕıa, por la proposición
precedente,

1 = λ(Γ, µ) < λ(Γ/N(H), µ),

lo cual es absurdo. Podemos hablar entonces de la condición λ(Γ) = 1 independientemente de la medida de
probabilidad considerada. Tiene sentido aśı la siguiente definición.

Definición 4.1.8. Un grupo (numerable) es promediable si λ(Γ) = 1.

Por ejemplo, el grupo Zk es promediable para todo k ∈ N (ejemplos 4.1.5 y 4.1.6), mientras que Lk no lo
es para ningún k ≥ 2 (ejemplo 4.1.5).

Ejemplo 4.1.9. Todo grupo finitamente generado y de crecimiento subexponencial es promediable. Para
probar esto, consideremos la medida de probabilidad simétrica y equidistribuida sobre los generadores
g1, . . . , gk (la cual induce la caminata aleatoria simple). Denotando por V (n) al cardinal de la bola de
centro e y radio n en el grafo de Cayley correspondiente, del hecho que existen (2k)n caminos de largo n se
deduce que hay una familia de al menos (2k)n/V (n) de tales caminos que llegan al mismo punto de dicha
bola. Concatenando cada uno con el inverso de otro obtenemos al menos (2k)2n/V (n)2 caminos distintos
de largo 2n del elemento neutro en śı mismo. Cada uno de estos caminos tiene probabilidad 1/(2k)2n.
Concluimos aśı que

p(2n)(e→ e) ≥ 1

(2k)2n
·
(

(2k)n

V (n)

)2

=
1

V (n)2
.

Como V es una función de crecimiento subexponencial, el valor de la expresión 2n
√

1/V (n)2 tiende a 1 cuando
n tiende a infinito, de donde se concluye que λ = 1.

La proposición 4.1.7 establece que al cuocientar por (la clausura normal de) un grupo no promediable, la
taza de retorno al origen aumenta. La proposición siguiente estipula en cambio que dicha taza se mantiene
intacta al cuocientar por un grupo promediable.
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Proposición 4.1.10. Sea N un subgrupo normal de Γ. Si λ(N)=1 entonces λ(Γ, µ) = λ(Γ/N, µ) para toda
medida de probabilidad µ sobre Γ.

Demostración. Fijemos ε > 0. Para n ∈ N suficientemente grande se tiene que la probabilidad de volver
al elemento neutro de Γ/N en 2n pasos es mayor o igual a [(1 − ε)λ(Γ/N, µ)]2n. Fijemos un tal n ∈ N y
consideremos la medida de probabilidad µn sobre N definida por

µn(g) = probabilidad condicional de llegar a g ∈ N en 2n pasos para la caminata

sobre Γ sabiendo que en tales 2n pasos se cae en un elemento de N.

Puesto que λ(N) = 1, para m ∈ N suficientemente grande se tiene que la probabilidad (según µn) de volver
al elemento neutro de N en 2m pasos es mayor o igual a (1 − ε)2m. Ahora bien, la probabilidad de volver
a e en 2m · 2n pasos es mayor o igual a la probabilidad de ir de elementos de H en elementos de N en 2m
caminos de longitud 2n multiplicado por la probabilidad de ir de e a e en 2m pasos. Concluimos aśı que

p(2n·2m)(e→ e) ≥ [(1 − ε)λ(Γ/N, µ)]2n·2m(1 − ε)2m,

por lo que
λ(Γ, µ) ≥ (1 − ε)2λ(Γ/N, µ).

Puesto que esto es válido para todo ε > 0, se concluye finalemente que λ(Γ, µ) = λ(Γ/N, µ). �

Ejercicio 4.1.11. Pruebe que todo grupo soluble es promediable.

4.2 Funciones supra-armónicas y tasa de retorno al origen

Para t > 0, una función ϕ : Γ → R es t-supra-armónica si Pµ(ϕ) ≤ tϕ. Una función que verifica
Pµ(ϕ) = tϕ es dicha t-armónica. Designamos porHt(µ) y por St(µ) a los espacios de las funciones t-armónicas
y t-supra-armónicas respectivamente, y por H+

t (µ) y por S+
t (µ) a los conos positivos correspondientes. No

es dif́ıcil verificar que si ϕ es no identicamente nula y pertenece a S+
t (µ) entonces ella es positiva en todo

punto.

Lema 4.2.1. Se tiene la igualdad λ(Γ, µ) = min{t > 0 : S+
t (µ) 6= ∅}.

Demostración. Si ϕ pertenece a S+
t (µ) para algún t > 0 entonces

p(n)(e→ e)ϕ(e) ≤ Pµ∗(n)(ϕ)(e) ≤ tnϕ(e),

de donde se obtiene

limn→∞
n

√

p(n)(e→ e) ≤ t,

probando la desigualdad λ(Γ, µ) ≤ t.

Para probar la desigualdad contraria, observe que si t > λ(Γ, µ) entonces la función g 7→ G(e, g/t−1) está
bien definida y pertenece a S+

t (µ). Fijemos una sucesión tk decayendo hacia λ = λ(Γ, µ) y consideremos
la sucesión de funciones ϕn definidas por ϕn(g) = G(e, g/t−1

n )/G(e, e/t−1
n ). Afirmamos que existe una

subsucesión de ella que converge puntualmente a una función ϕ. Observe que esto completa la prueba, pues
es fácil ver que ϕ debe necesariamente ser λ-supra-armónica y positiva.

Para probar la existencia de una subsucesión convergente, fijemos k ∈ N tal que p(k)(e → e) > 0 y sea
T = supn∈N tn <∞. Para g ∈ Γ tenemos

p(k)(g → g)ϕn(g) ≤ P kµ (ϕn)(g) ≤ tknϕn(g) = tkn,

por lo que

ϕn(g) ≤ T k

p(k)(g → g)
=

T k

p(k)(e→ e)
.

Como el lado derecho de esta desigualdad es independiente de n, esto prueba que para cada g podemos
escoger una subsucesión de ϕn de modo que ϕn(g) converja. La demostración se concluye entonces por un
argumento diagonal de Cantor. �
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Corolario 4.2.2. Un grupo Γ es promediable si y sólo si para todo t < 1 y para alguna (equivalentemente,
para toda) probabilidad µ sobre Γ se tiene S+

t (µ) = ∅.

La convergencia de la función de Green para x = λ−1 = λ(Γ, µ)−1 o la existencia de funciones λ-armónicas
es un asunto delicado. A manera de ejemplo presentamos el siguiente resultado, que puede ser entendido
como una generalización del lema 2.0.4 del caṕıtulo 2.

Proposición 4.2.3. La serie que define a G(e, e/x) converge para x = λ−1 si y sólo si existe una función
λ-armónica y positiva que es múltipla de toda función λ-supra-armónica y positiva.

Demostración. Si (la serie que define) la función de Green G(e, e/x) converge para x = λ−1 entonces la
función g 7→ G(e, g/λ−1) pertenece a S+

λ (µ) sin ser armónica.

Rećıprocamente, si G(e, e/x) diverge para x = λ−1, entonces toda ϕ ∈ S+
λ (µ) es λ-armónica. En efecto,

la función no negativa ψ = ϕ− λP (ϕ) verifica

n
∑

k=0

p(k)(g → h)λkψ(h) ≤
n
∑

k=0

λkP k(ψ)(h) = ϕ(h) − λk+1P k+1(ϕ)(h) ≤ ϕ(h).

Tomando el ĺımite cuando n tiende al infinito obtenemos ψ(h)G(g, h/λ−1) ≤ ϕ(h), por lo que se debe tener
necesariamente ψ(h) = 0. Como esto es válido para todo h ∈ Γ, ψ es idénticamente nula, es decir que ϕ es
λ-armónica.

Fijemos una función λ-armónica positiva ϕ y consideremos las nuevas probabilidades de transición

p̄(g → h) =
p(g → h)ϕ(h)

λϕ(g)
.

El operador de transición asociado P̄ induce una caminata recurrente, pues

Gp̄(g, h/1) =
ϕ(h)

ϕ(g)
G(g, h/λ−1) = ∞.

Luego, por el lema 2.0.4, toda función P̄ -supra-armónica positiva es constante. Por otro lado, se comprueba
fácilmente que una función φ es λ-supra-armónica respecto a la caminata original si y sólo si φ/ϕ es supra-
armónica respecto a P̄ . La proposición queda aśı demostrada. �

4.3 Sucesiones de Følner

Fijemos un sistema finito y simétrico G = {hi, i = 1, . . . , k} de generadores de un grupo Γ. Una sucesión
de Følner es una secuencia de subconjuntos Xn de Γ tales que, para todo hi ∈ G, se tiene

lim
k→∞

|Xk∆hiXn|
|Xn|

= 0,

donde hiXn = {hig, g ∈ Xn}. La siguiente es tal vez la caracterización más importante de la promediabilidad.

Teorema 4.3.1. Un grupo finitamente generado es promediable si y sólo si admite una sucesión de Følner.

Veamos primeramente que la existencia de una sucesión de Folner implica la promediabilidad. Consid-
eremos la medida de probabilidad µ equidistribuida sobre los generadores: µ(hi) = 1/k. Para cada n ∈ N

consideremos un subconjunto Xn de Γ tal que para todo hi ∈ G,

|Xn∆hiXn|
|Xn|

≤ 1 − 1

n
. (4.7)
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Recordemos que, para toda función ϕ ∈ ℓ2(Γ, µ) de norma 1,

λ(Γ, µ) ≥ 〈M(Γ, µ)ϕ,ϕ〉.

En particular, para ϕn(x) = XXn
/
√

|Xn| obtenemos

λ(Γ, µ) ≥
∑

f,g

ϕk(f)µ(f → g)ϕn(g).

Observe que el valor de ϕk(f)µ(f → g)ϕk(g) es igual a 0 o a 1/(k · card(Xn)). El segundo caso ocurre si y
sólo si f ∈ Xn, gf

−1 ∈ G y g ∈ Xn. Fijando i ∈ {1, . . . , k}, esto sucede para f y g verificando gf−1 = hi en
un número de ocasiones igual a card(Xn ∩ hiXn). A partir de (4.7) deducimos que

λ(Γ, µ) ≥ 1

n · |Xn|

k
∑

i=1

card(Xn ∩ hiXn) ≥ 1 − 1

n
.

Siendo esto válido para todo n ∈ N, concluimos que λ(Γ, µ) = 1.

DEMOSTRACION ???

Ejemplo 4.3.2. Usando la igualdad (4.1), pruebe que si µ es una medida de probabilidad sobre un grupo
libre Lk = 〈g1, . . . , gk〉 cuyo soporte está contenido en {g±1

1 , . . . , g±1
k }, entonces

λ(Lk, µ) ≥
√

2k − 1

k2
.

Si el grupo tiene crecimiento subexponencial, entonces se puede escoger una sucesión de bolas que sea de
Følner. En efecto, en caso contrario existiŕıa una constante τ > 0 tal que |∂B(e, n)| ≥ τ |B(e, n)| para todo
n ∈ N. Esto implicaŕıa que |B(e, n)| ≥ (1+ τ)n, por lo que la tasa de crecimiento del grupo en cuestión seŕıa
al menos 1 + τ , contrario a nuestra hipótesis de crecimiento subexponencial.

Sin embargo, no siempre resulta sencillo encontrar sucesiones de Følner de manera relativamente expĺıcita
para grupos promediables. Por ejemplo, y contrariamente a lo que se podŕıa pensar, la sucesión de (todas
las) bolas no constituye en general una sucesión de Følner; es el caso al menos cuando el crecimiento del
grupo es exponencial. En efecto, si dicha sucesión fuese de Følner, entonces para todo ε > 0 existiŕıa n0 ∈ N

tal que, para todo n ≥ n0,
|∂B(e, n)| ≤ |B(e, n)|(1 + εk),

donde k es el cardinal del sistema de generadores fijado en el grupo. La igualdad anterior nos daŕıa, para
todo n ∈ N,

|B(e, n+ n0)|1/(n+n0) ≤ |B(e, n0)|1/(n+n0)(1 + εk)n/(n+n0).

Pasando al ĺımite obtendŕıamos que la tasa de crecimiento del grupo seŕıa inferior o igual a 1 + εk. Siendo
ε > 0 arbitrario, esto implicaŕıa que dicha tasa es 1, contradiciendo la exponencialidad del crecimiento del
grupo.

Veamos a continuación un ejemplo interesant́ısimo en que se pueden dar expĺıcitamente las sucesiones de
Følner y estudiar su crecimiento.

Definición 4.3.3. Sean Γ y H dos grupos cualesquiera. Considere la acción por traslaciones de Γ sobre
⊕g∈ΓH dada por g(ϕ)(h) = ϕ(hg−1), donde g, h ∈ Γ y ϕ : Γ → H representa un elemento arbitrario de ⊕ΓH .
El producto semidirecto entre Γ y ⊕ΓH correspondiente a esta acción es llamado el producto en corona entre
Γ y H , y denotado por Γ ≀H .

Dadas dos familias A = {g1, . . . gm} ⊂ Γ y B = {h1, . . . , hn} ⊂ H , denotamos por A ⊣ B la familia de
elementos de Γ ≀H dada por {(gi, δhk

gj
) : 1 ≤ i, j ≤ m; 1 ≤ k ≤ n}, donde δhg ∈ ⊕ΓH corresponde a la función

que asume el valor e ∈ H en todos los puntos de Γ a excepción de g ∈ Γ, donde toma el valor h. Se verifica
fácilmente que si A y B generan a Γ y H respectivamente, y si cada familia contiene al elemento neutro
respectivo, entonces A ⊣ B genera Γ ≀H .
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Es claro que si Γ y H son promediables entonces Γ ≀ H también lo es. Sin embargo, se satisface una
propiedad más fina: si (An) y (Bn) son sucesiones de Følner para Γ y H respectivamente, entonces (An ⊣ Bn)
es una sucesión de Følner para Γ ≀ H . Puede probarse que, en cierto sentido, ésta es la mejor manera de
generar sucesiones de Følner para productos en corona [11].

Ejemplo 4.3.4. Dados un grupo finitamente generado Γ y uno de sus elementos g, diremos que un subcon-
junto A de Γ está g-unido si para todo h ∈ A al menos uno de los elementos gh o g−1h también pertenece
a A (tales elementos serán dichos g-unidos a h).

Dados un grafo C y un subconjunto finito A de su conjunto de vértices, denotamos por τ(A) el valor
mı́nimo para la expresión |γ|/|A|, donde γ designa un camino que recorre todos los vértices de A y |γ| es su
longitud. En el caso en que C sea el grafo de Cayley C(Γ,G) de un grupo Γ respecto a un sistema finito de
generadores G, diremos que C(Γ,G) satisface la τ-condición del vendedor ambulante VA(τ) si existe g ∈ Γ
tal que todo subconjunto g-unido A de Γ satisface τ(A) ≥ τ .

La τ -condición del vendedor ambulante depende del sistema de generadores, en el sentido que cambiando G
el valor de τ se modifica. Sin embargo, la condición del vendedor ambulante VA consistente en el cumplimiento
simultáneo de todas las VA(τ) no depende de la elección del sistema (finito) de generadores.

Afirmamos que si Γ satisface VA entonces Γ no es promediable. En efecto, en caso contrario para cada
ε > 0 podŕıamos escoger un subconjunto finito Aε de Γ de modo que card(∂Aε)/card(Aε) ≤ ε. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que Aε es conexo, de donde es fácil concluir la existencia de un camino
γ recorriendo todos sus vértices tal que |γ| = 2 card(Aε). Por otra parte, para cada g ∈ Γ no es dif́ıcil
convencerse de la existencia de una constante C = C(g, |Aε|) tal que el conjunto de puntos de Aε que no
están g-unidos a otro punto de Aε tiene cardinalidad a lo más igual a Cε|Aε|. Removiendo dichos puntos
obtenemos un subconjunto g-unido A′

ε de cardinalidad superior o igual a (1 − Cε)|Aε|. Concluimos aśı que
τ(A′

ε) ≤ 2/(1−Cε). Como esto último es válido para todo ε > 0, la condición VA(τ) no puede ser satisfecha
para ningún τ > 2.

4.4 Cocrecimiento

Todo grupo finitamente generado Γ dotado de un sistema de generadores G = {g1, . . . , gk} puede ser
presentado como el cuociente entre el grupo libre Lk = 〈g1, . . . , gk〉 y un subgrupo normal N (posiblemente
trivial). Sin duda que el caso realmente interesante es aquél en que k ≥ 2. Para este caso pretendemos
relacionar N con Γ de manera más precisa. Probaremos un interesante resultado, obtenido por Grigorchuk
en [15], que caracteriza la promediabilidad de Γ en términos del “cocrecimiento” de N , es decir del crecimiento
de N relativo al grupo ambiente. Mencionemos que una prueba moderna de este resultado junto con algunas
generalizaciones aparacen en [26].

Para cada n ∈ N denotemos por Nn al conjunto de los elementos de N que se escriben como palabras
reducidas en g±1

1 , . . . , g±1
k de longitud igual a n. El cocrecimiento de Γ es definido por

αN = αN (g1, . . . , gk) = limn→∞
n
√

|Nn|.
El ĺımite superior anterior no siempre es un ĺımite genuino, pues puede darse el caso que N contenga sólo
elementos representados por palabras de longitud par. Veremos sin embargo que éste es esencialmente el
único problema que puede presentarse.

Afirmación (i). Si N es no trivial entonces αN ≥
√

2k − 1.

Prueba. Sea V una palabra reducida no vaćıa representando un elemento no trivial de N . Al menos 2k− 2
palabras de la forma gεi V g

−ε
i , i ∈ {1, . . . ,m}, ε ∈ {−1, 1}, son reducidas. Ellas representan elementos de

N , pues N es normal en Γ. Si V1 es una de estas palabras, al menos 2k − 1 palabras de la forma gεi V1g
−ε
i ,

i ∈ {1, . . . ,m}, ε ∈ {−1, 1}, son reducidas. En efecto, si V1 = gεi V g
−ε
i entonces basta considerar gε

′

j V1g
−ε′
j

para j 6= i o ε′ 6= ε. Continuando inductivamente vemos que para todo n ∈ N, el subgrupo N contiene al
menos (2k − 2)(2k − 1)n−1 elementos representados por palabras reducidas de longitud long(V ) + 2n. Esto
implica que

αN ≥ lim
n→∞

long(V )+2n
√

(2k − 2)(2k − 1)n−1 =
√

2k − 1.
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Observación 4.4.1. Más adelante probaremos que (si N es no trivial) en realidad se cumple la desigualdad
estricta αN >

√
2k − 1 (vea la observación 4.4.7).

Afirmación (ii). Si N es no trivial entonces, para todo m,n en N,

|Nm| · |Nn| ≤ |Nm+n+2|. (4.8)

Prueba. Si Nm o Nn es vaćıo entonces la afirmación es evidente. Supongamos que dichos conjuntos sean
ambos no vaćıos y fijemos U ∈ Nm y V ∈ Nm. Es fácil verificar la existencia de al menos un generador gi y
de ε ∈ {−1, 1} tales que gεiUg

−ε
i V es una palabra reducida de longitud m+ n+ 2. Como N es normal en Γ,

esta palabra representa a un elemento de Nm+n+2. Podemos construir aśı una aplicación inyectiva

Nm ×Nn → Nm+n+2,

de donde se concluye directamente (4.8).

Afirmación (iii). Supongamos que N sea no trivial.

(i) Si N posee algún elemento de longitud impar entonces

αN = lim
n→∞

|Nn|1/n.

(ii) En general, siempre se tiene
αN = lim

n→∞
|N2n|1/2n.

Prueba. Se deduce casi inmediatamente de (4.8) y del lema 4.1.1.

Afirmación (iv). Para todo n ∈ N se tiene

|Nn| ≤ αn+2
N . (4.9)

Prueba. Por contradicción, supongamos que existan ε > 0 y n ∈ N tales que

|Nn| ≥ (α2
N + ε)αnN .

En tal caso para nk = 2kn+ (2k + 2k−1 + · · · + 2) tenemos, gracias a (4.8),

|Nn1 | = |N2n+2| ≥ (α2
N + ε)αnN ,

...

|Nnk
| = |N2nk−1+2| ≥ (α2

N + ε)2
k

(αN )2
kn,

y por lo tanto

|Nnk
|1/nk ≥

[

(α2
N + ε)2

k

(αN )2
kn
]1/[2kn+(2k+2k−1+···+2)]

.

Observe que, cuando k tiende al infinito,

2k

2kn+ (2k + 2k−1 + · · · + 2)
=

2k

2kn+ 2k+1 − 2
−→ 1

n+ 2
,

por lo que
lim sup
n→∞

|Nnk
|1/nk ≥ (α2

N + ε)1/(n+2)(αN )n/(n+2) > αN ,

lo cual contradice la definición de αN .

Ejercicio 4.4.2. Pruebe que si N (1) ⊂ N (2) ⊂ . . . es una sucesión creciente de subgrupos normales de Lk y
N = ∪n≥1N

(n), entonces
lim

n→∞
αN(n) = sup{αN(n) , n ∈ N} = αN .

Dé un ejemplo mostrando que un enunciado análogo no es válido para sucesiones decrecientes de subgrupos normales.
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Designemos por pni,j la probabilidad de ir en n pasos desde un elemento a distancia i de e hasta un
elemento a distacia j de e (respecto a la caminata aleatoria simple en Lk). Por ejemplo, si i 6= 0 entonces

p1
i,i+1 =

2k − 1

2k
= ρ y p1

i,i−1 =
1

2k
= ̺.

Los distintos valores pni,j satisfacen las siguientes relaciones de recurrencia:

(i) pni,j = ρpn−1
i,j−1 + ̺pn−1

i,j+1 para j > 1,

(ii) pni,1 = pn−1
i,0 + ̺pn−1

i,2 ,

(iii) pni,0 = ̺pn−1
i,1 .

A partir de estas igualdades pueden obtenerse expresiones expĺıcitas para los valores de pni,j . Dejamos al
lector la tarea de verificar por inducción en n que si j ≥ 1 entonces

pni,j = (
√
ρ̺)n

(

√

̺

ρ

)i−j




(

n
n+i−j

2

)

+
̺

ρ

(

n
n+i+j

2

)

− ρ− ̺

ρ̺

1
2 (n−i+j)
∑

t=1

(̺

ρ

)t
(

n
n+i+j+2t

2

)



 , (4.10)

mientras que

pni,0 = (
√
ρ̺)n

(

√

̺

ρ

)i





(

n
n+i
2

)

− ρ− ̺

ρ̺

1
2 (n−i)
∑

t=1

(̺

ρ

)t
(

n
n+i+2t

2

)



 . (4.11)

Remarquemos que en las igualdades anteriores, una expresión del tipo
(

n
m/2

)

debe ser considerada nula

cuando m es impar.

Lema 4.4.3. Si a ≥ 1 entonces para b(n, j) = aj
(

n
n+j
2

)

se tiene

limn→∞

[

max
0≤j≤n

b(n, j)

]1/n

= a+
1

a
.

Demostración. Puesto que
b(n, j + 2)

b(n, j)
= a2

( n− j

n+ j + 2

)

,

se tiene

b(n, j + 2) ≥ b(n, j) si j ≤ n
(a2 − 1

a2 + 1

)

− 1,

b(n, j + 2) ≤ b(n, j) si j ≥ n
(a2 − 1

a2 + 1

)

+ 1,

Sean β = a2−1
a2+1 , γ = [βn]. De lo anterior se concluye que

max
0≤j≤n

b(n, j) = max
γ−1≤j≤γ+1

b(n, j).

A partir de esto, y usando la aproximación de Stirling, se comprueba fácilmente que

limn→∞

[

max
0≤j≤n

b(n, j)

]1/n

= limn→∞

[

aβn
(

n

[ (1+β)n
2 ]

)]1/n

= limn→∞

[

aβn
( 2

1 + β

)

(1+β)n
2
( 2

1 − β

)

(1−β)n
2

]1/n

= a+
1

a
. �
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Proposición 4.4.4. Si µ es es la proyección sobre Γ = Lk/N de la medida simétrica y equidistribuida sobre
los generadores de Lk, entonces se tiene la igualdad

λ(Γ, µ) = limn→∞

[

max
0≤j≤n

( αN
2k − 1

)j

pn0,j

]1/n

.

Demostración. Tenemos la igualdad

p(n)(e→ e) = pn0,0 +

n
∑

j=1

pn0,j
|Nj |

2k(2k − 1)j−1
.

Si definimos

λn = max

{

pn0,0, max
1≤j≤n

pn0,j
|Nj |

2k(2k − 1)j−1

}

,

entonces

λ(Γ, µ) = limn→∞
[

p(n)(e→ e)
]1/n

= limn→∞λ
1/n
n





pn0,0
λn

+
1

λn

n
∑

j≥1

pn0,j
|Nj |

2k(2k − 1)j−1





1/n

.

Observe que la expresión entre corchetes está acotada entre 1 y n+ 1, por lo que

λ(Γ, µ) = limn→∞λ
1/n
n . (4.12)

Por otra parte, si |Nj | 6= 0 entonces la desigualdad (4.9) implica que cjα
j
N ≤ |Nj | ≤ α2

Nα
j
N , mientras que

(2k − 1)j ≤ 2k(2k − 1)j−1 ≤ 2(2k − 1)j .

De ello se concluye que

λ1/n
n = C1/n

n max
0≤j≤n

[

pn0,j
αjN

(2k − 1)j

]1/n

,

donde Cn es un real positivo perteneciente a cierto intervalo compacto independiente de n. Tomando el
ĺımite superior y utilizando (4.12) obtenemos la igualdad deseada. �

Teorema 4.4.5. Con las notaciones anteriores,

λ(Γ, µ) =

√
2k − 1

2k

(

αN√
2k − 1

+

√
2k − 1

αN

)

. (4.13)

Demostración. Para j > 0 la igualdad (4.10) implica que

pn0,j = (
√
ρ̺)n

(

√

ρ

̺

)j





(

n
n−j

2

)

+
̺

ρ

(

n
n+j

2

)

− ρ− ̺

ρ̺

n+j
2
∑

t=1

(̺

ρ

)t
(

n
n+j+2t

2

)



 .

Luego,

pn0,j ≤ (
√
ρ̺)n

(ρ

̺

)j(

1 +
̺

ρ

)

(

n
n+j

2

)

= (
√
ρ̺)n

(ρ

̺

)j 1

ρ

(

n
n+j

2

)

. (4.14)

Por otra parte,
(

n
n+j+2t

2

)

≤
(

n
n+j
2 +1

)

. Siendo ̺ < ρ obtenemos

n−j
2
∑

t=1

(̺

ρ

)t
(

n
n+j+2t

2

)

≤
(

n
n+j
2 + 1

)

n−j
2
∑

t=1

(̺

ρ

)t

≤ ̺

ρ

(

n
n+j

2

)

1

1 − ̺
ρ

· n− j

n+ j + 2
,
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por lo que

pn0,j ≥ (
√
ρ̺)n

(

√

ρ

̺

)j
(

n
n+j

2

)

1

ρ

[

1 − n− j

n+ j + 2

]

≥ (
√
ρ̺)n

(

√

ρ

̺

)j
(

n
n+j

2

)

2(j + 1)

p(n+ j + 2)
,

lo cual implica

pn0,j ≥ (
√
ρ̺)n

(

√

ρ

̺

)j
(

n
n+j

2

)

2

p(n+ j + 2)
. (4.15)

Para j = 0 tenemos (vea la igualdad (4.11))

pn0,0 = (
√
ρ̺)n





(

n

n/2

)

− ρ− ̺

ρ̺

n/2
∑

t=1

(q

p

)t
(

n
n+2t

2

)



 ,

obteniéndose esta vez

(
√
ρ̺)n

(

n

n/2

)

≥ pn0,0 ≥ 4

n+ 2
(
√
ρ̺)n

(

n

n/2

)

. (4.16)

Haciendo

a =
(

√

ρ

̺

) αN
2k − 1

=
αN√
2k − 1

≥ 1,

y debido a (4.14), (4.15) y (4.16), la proposición precedente implica que

λ(Γ, µ) = limn→∞

[

max
0≤j≤n

(
√
ρ̺)n

(

√

ρ

̺

)j
(

n
n+j

2

)

( αN
2k − 1

)j
]1/n

= limn→∞

[

max
0≤j≤n

(
√
ρ̺)nb(n, j)

]1/n

.

Finalmente, el lema 4.4.3 nos da

λ(Γ, µ) =
√
ρ̺
(

a+
1

a

)

=

√
2k − 1

2k

(

αN√
2k − 1

+

√
2k − 1

αN

)

. �

Corolario 4.4.6. El grupo Γ = Lk/N es promediable si y sólo si el cocrecimiento de N es maximal, es decir
si y sólo si αN = 2k − 1.

En efecto, Γ es promediable si y sólo si λ(Γ, µ) = 1, y utilizando la igualdad (4.13) se verifica fácilmente
que esto se cumple sólo para αN = 1 ó αN = 2k−1. El primero de estos casos debe sin embargo ser excluido,
pues sabemos a priori que αN ≥

√
2k − 1.

Observación 4.4.7. Si N es (normal en Lk y) no trivial entonces αN >
√

2k − 1. En efecto, en caso
contrario la igualdad (4.4.5) nos da

λ(Γ, µ) =

√

2k − 1

k2
.

Afirmamos sin embargo que esto es imposible. En efecto, si g = gε1i1 · · · gεp

ip
es un elemento no trivial de N

escrito en forma reducida, entonces es fácil verificar que existen i, j en {1, . . . , k} y ε, ε′ en {−1, 1} tales que

gεi 6= g−ε1i1
, gε

′

i 6= g−ε1i1
, g−εj 6= g

−εp

ip
, g−ε

′

j 6= g
−εp

ip
y gεi 6= g−ε

′

j . Estas relaciones implican que h1 = gεi gg
−ε
i y

h2 = gε
′

i gg
−ε′
i generan un grupo libre, el cual está evidentemente contenido en N . Gracias a la proposición

4.1.7 obtenemos
√

2k − 1

k2
= λ(Γ, µ) = λ(Lk/N, µ) > λ(Lk, µ) =

√

2k − 1

k2
,

lo cual es absurdo.

41



Finalizamos esta sección con un interesante criterio de recurrencia relacionado con lo anterior: la caminata
simple es recurrente en un grupo Γ = Lk/N si y sólo si se verifica

∑

n≥0

|Nn|
(2k − 1)n

= ∞.

Para probar esto verificaremos la igualdad

∑

n≥0

p(n)(e→ e) =
1

ρ
+

2k − 1

2(k − 1)

∑

j≥1

|Nj |
(2k − 1)j

, (4.17)

de la cual se desprende inmediatamente lo afirmado.

Comencemos observando que

p(n)(e→ e) = pn0,0 +
∑

j≥1

pn0,j
|Nj |

2k(2k − 1)j−1
,

igualdad de la cual se concluye que

∑

n≥0

p(n)(e→ e) =
∑

n≥0

pn0,0 +
2k − 1

2k

∑

j≥1

|Nj |
(2k − 1)j

∑

n≥j
pn0,j . (4.18)

Observe ahora que, por (4.11),

∑

n≥0

pn0,0 =
∑

n≥0

(
√
ρ̺)n





(

n
n
2

)

− ρ− ̺

ρ̺

n
2
∑

t=1

(̺

ρ

)t
(

n
n+2t

2

)





=
∑

n≥0

(
√
ρ̺)n

(

n
n
2

)

− ρ− ̺

ρ̺

∑

t≥1

(̺

ρ

)t ∑

n≥2t

(
√
ρ̺)n

(

n
n+2t

2

)

.

Aśı, utilizando la identidad (1.8) obtenemos

∑

n≥0

pn0,0 =
1

ρ− ̺
− ρ− ̺

ρ̺

∑

t≥1

(̺

ρ

)t 1

ρ− ̺

(̺

ρ

)t

=
1

ρ− ̺
− 1

ρ̺

∑

t≥1

(̺

ρ

)2t

=
1

ρ
. (4.19)

Por otra parte,
∑

j≥1
|Nj |

(2k−1)j

∑

n≥j p
n
0,j es igual a

∑

j≥1

|Nj|
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(
√
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(

√

̺

ρ

)−j




∑
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n
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+
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n
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)
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2 (n+j)
∑
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(̺

ρ

)t
(

n
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2
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es decir a

∑

j≥1

|Nj |
(2k − 1)j

(

√

ρ

̺

)j





1

ρ

∑

n≥j
(
√
ρ̺)n

(

n
n+j

2

)

− ρ− ̺
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(̺

̺
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(
√
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(

n
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=
∑
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(

√

ρ

̺
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1

ρ(ρ− ̺)

(

√

̺

ρ

)j

− ρ− ̺

ρ̺

∑

t≥1

(̺

̺

)t 1

ρ− ̺

(

√

̺

ρ

)2t+j



 .

Una vez más, la identidad (1.8) permite reducir la expresión anterior, obteniéndose aśı la igualdad

∑

j≥1

|Nj |
(2k − 1)j

∑

n≥j
pn0,j =

1

ρ− ̺

∑

j≥1

|Nj|
(2k − 1)j

. (4.20)

De (4.18), (4.19) y (4.20) se concluye inmediatamente (4.17).

Ejercicio 4.4.8. Usando el criterio precedente, demuestre nuevamente la recurrencia y la transiencia para la caminata
simple sobre Z

2 y sobre Z
3 respectivamente (sugerencia: use la técnica del ejemplo 1.2.4 y vea el ejercicio 1.2.5).
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Caṕıtulo 5

Teoremas ergódicos para acciones de

grupos

Comencemos recordando el teorema ergódico de Birkhoff.

Teorema. Sea T : (X,µ) una transformación ergódica de un espacio de probabilidad en śı mismo. Si
ϕ : X → R es una función de L1(X,µ), entonces para casi todo x ∈ X se tiene la convergencia

lim
N→∞

1

N

N−1
∑

n=0

ϕ(T n(x)) =

∫

X

ϕdµ.

En otras palabras, para toda transformación ergódica, la sucesión de medias temporales converge en casi
todo punto a la media espacial. Señalemos que consideramos la noción clásica de ergodicidad: un subconjunto
A de X es T-invariante si T−1(A) = A, y T es ergódica si todo subconjunto boreleano e invariante es de
medida nula o total.

Consideremos ahora un grupo Γ que actúa sobre un espacio de probabilidad X y que preserva la medida
de probabilidad µ. En tal caso, se dice que un subconjunto A de X es Γ-invariante si g(A) = A para todo
g ∈ Γ, y la acción es ergódica si todo subconjunto boreleano e invariante es de medida nula o total.

Una manera interesante de caracterizar la ergodicidad es dada por la siguiente proposición.

Proposición 5.0.9. La acción de Γ es ergódica si y sólo si toda función de Lp(X,µ) invariante por Γ es
constante.

Demostración. �

Fijemos p ∈ [1,∞]. Un promedio sobre Lp(X,µ) es un funcional lineal m : Lp(X,µ) → R que verifica las
siguientes condiciones:

(a) si ϕ ≥ 0 entonces m(ϕ) ≥ 0;

(b) m(1) = 1;

El espacio de los promedios es convexo y dotado de la topoloǵıa débil estrella es compacto. Si Γ actúa
mediblemente sobre X entonces decimos que un promedio m es Γ-invariante si m(gϕ) = m(ϕ) para todo
g ∈ Γ y toda ϕ ∈ Lp(X,µ). Por ejemplo, si Γ actúa preservando µ entonces para todo p ∈ [1,∞] tenemos la
Γ-invariancia del funcional que consiste a “integrar respecto a µ” y que es dado por

ϕ 7−→
∫

X

ϕ(x)dµ(x).
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Proposición 5.0.10. La acción de Γ es ergódica si y sólo si para algún (equivalentemente, para todo)
p ∈ [1,∞[, la única media invariante sobre Lp(X,µ) es la integración respecto a µ.

Demostración. Si p ∈ [1,∞[ entonces, por el teorema de Radon-Nykodim, el funcional m está determinado
por una única función ψm ∈ Lq(X,µ), donde 1/p+ 1/q = 1, de manera que m(ϕ) =

∫

X
ϕψmdµ. Además,

m es Γ-invariante si y solamente la función ψm lo es. Si la acción es ergódica entonces, por la proposición
5.0.9, la función ψm es constante, y por la propiedad (b) dicha constante es igual a 1. El funcional m es por
lo tanto la integración respeto a µ. La demostración de la afirmación rećıproca es análoga. �
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Caṕıtulo 6

Caminatas equivariantes y orificio

espectral

6.1 Una propiedad cohomológica

Los valores µ(g → h) pueden ser vistos como las entradas de una “matriz infinita” actuando en RΓ. De
manera más formal, consideramos el operador lineal M = M(Γ, µ) : ℓ2(Γ) → ℓ2(Γ) dado por

M ((xg)g∈Γ) =

(

∑

h∈Γ

µ(g → h)xh

)

g∈Γ

.

Observe en particular que, para n ∈ N, el operador Mn = (M(Γ, µ))n coincide con M(Γ, µ∗(n)), donde
µ∗(n) es la n-ésima convolución de µ consigo misma.

6.2 Ergodicidad fuerte y teoremas ergódicos optimales

En lo que sigue suponemos que Γ actúa sobre (X,µ) preservando la medida de probabilidad.

Definición 6.2.1. La acción de Γ es fuertemente ergódica si la única media invariante sobre L∞(X,µ) es
la integración respecto a µ.

Para cada subconjunto medible C de X definimos el funcional mC sobre L∞(X,µ) por

mC(ϕ) =
1

µ(C)

∫

C

ϕ(x)dµ(x).

Es fácil verificar que cada mC es un promedio.

Supongamos ahora que existe una sucesión de subconjuntos medibles Cn ⊂ X tales que µ(Cn) → 0 y
µ(Cn∆g(Cn))/µ(Cn) → 0 para todo g ∈ Γ. Pasando a una subsucesión si es necesario, podemos suponer que
(mn) = (mCn

) converge en la topoloǵıa débil estrella a un promedio m y que µ(Cn) < 1/2n para toto n ∈ N.
Afirmamos en tal caso que m es Γ-invariante y diferente de la integración respecto a µ. Para demostrar la
invariancia, denotemos por hn a la función XCn

/µ(Cn). Para todo g ∈ Γ se tiene

‖hn ◦ g − hn‖1 =
µ(Cn∆g(Cn))

µ(Cn)
→ 0.
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Lo anterior implica que para toda función ϕ ∈ L∞(X,µ) y para todo g ∈ Γ,

|m(gϕ) −m(ϕ)| = lim
n→∞

|
∫

X

(hn ◦ g − hn)ϕdµ| ≤ ‖ϕ‖∞ lim
n→∞

‖hn ◦ g − hn‖1 = 0.

Para verificar que m no es la integración respecto a µ notemos simplemente que si C = ∪Cn entonces
µ(C) <

∑

n≥1 1/2n = 1. Luego, para ϕ = XC se tiene
∫

X ϕdµ = µ(C) < 1. Por otro lado, mn(ϕ) = 1 para
todo n, por lo que m(ϕ) = 1.

Dada una medida de probabilidad υ esta vez definida sobre Γ definimos el operador π(υ) sobre L2(X,µ)
por < π(υ)ϕ1, ϕ2 >=

∫

Γ
< g(ϕ1), ϕ2 > dυ(g).

Proposición 6.2.2. Si la acción de Γ es estrictamente ergódica entonces la norma del operador π(υ) es
inferior a 1.

Demostración. Si Γ posee la propiedad (T) de Kazhdan entonces toda acción ergódica de Γ es estrictamente
ergódica.

6.3 Consecuencias de la desigualdad ‖π(υ)‖ < 1

Veremos a continuación que bajo la hipótesis ‖π(υ)‖ < 1 puede darse una versión cuantitativa muy
interesante del teorema ergódico de Kakutani. El siguiente resultado es debido a Furman y Shalom.

Teorema 6.3.1. Supongamos que el soporte de υ engendra Γ y que ‖π(υ)‖ < 1. entonces para toda ϕ ∈
L1

0(X,µ) y toda sucesión (an) tal que
∑

a2
n <∞ se tiene

lim
n→∞

an

∫

X

∥

∥

n
∑

i=1

gωi (ϕ)
∥

∥ = 0.

En particular, para toda ϕ ∈ L1(X,µ) se tiene

1

n

∥

∥

n
∑

i=1

gωi (ϕ) −
∫

X

ϕdµ
∥

∥ = o

(

log1+ε(n)√
n

)

.

Notemos para comenzar que la segunda parte del teorema se deduce de la primera al considerar ϕ−
∫

X
ϕ ∈

L1
0(X,µ) y an = 1/

√

n log1+2ε(n). Señalemos también que bajo las mismas hipótesis puede darse una versión

puntual del teorema ergódico.
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Caṕıtulo 7

Borde de Poisson-Furstenberg

7.1 Definiciones y ejemplos

Un Γ-espacio es un espacio topológico Ω provisto de una acción de Γ por homeomorfismos, de modo que
existe un homomorfismo de Γ en Homeo(Ω). Si µ es una probabilidad sobre Γ y υ una probabilidad sobre
(los boreleanos de) Ω, y si las distriduciones correspondientes son independientes, entonces la distribución
asociada a una variable aleatoria g(ξ) es dada por la convolución µ ∗ v entre µ y v definida por

∫

Ω

ϕ(ξ)d(µ ∗ v)(ξ) =

∫

Γ

∫

Ω

ϕ(gξ)dv(ξ)dµ(g)

para toda función continua y acotada ϕ : Ω → R. Observe que para cada g ∈ Γ la medida δg ∗ v coincide
con la imagen g(v) de v por g. La definición precedente de convolución de medidas generaliza aquélla dada
en la sección 1.1: el grupo Γ puede ser visto como un Γ-espacio (el homeomorfismo del espacio topológico
discreto Γ inducido por cada g es dado por la traslación a izquierda h 7→ gh).

Es natural intentar considerar el espacio Γ ∪ Ω como un nuevo Γ-espacio, lo que hace necesario fijar una
topoloǵıa en él. Supongamos que Ω viene provisto de una medida de probabilidad v. Una topoloǵıa natural
en Γ ∪ Ω es la más pequeña para la cual las inclusiones respectivas de Γ y Ω son incrustaciones y para la
cual se tiene además la continuidad de la aplicación de Γ ∪ Ω en Prob(Γ ∪ Ω) dada por

g 7→ g(v) y ξ 7→ δξ.

Dicha topoloǵıa será llamada canónica.

Una medida v en Ω es dicha estacionaria si se verifica la igualdad µ ∗ v = v. Una aplicación T entre dos
Γ-espacios Ω1 y Ω2 es equivariante si para todo g ∈ Γ y todo ξ ∈ Ω1 se verifica

T (gξ) = g
(

T (ξ)
)

.

Si µ y v son medidas de probabilidad sobre Γ y Ω1 respectivamente, entonces T (µ ∗ v) = µ ∗ T (v) para toda
aplicación equivariante T : Ω1 → Ω2. En particular, si v es estacionaria, entonces T (v) también lo es.

Definición 7.1.1. Dado un Γ-espacio Ω, un µ-proceso es un par de sucesiones (ξn) y (hn) de variables
aleatorias a valores en Ω y Γ respectivamente satisfaciendo:

(i) ξk es una función de hk, hk+1, . . .,

(ii) todas las variables ξk poseen la misma distribución,

(iii) hk es independiente de ξk+1, ξk+2, . . .,

(iv) hk(ξk) = ξk+1.
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Denotamos por v la distribución de la variable ξ1. Observe que las propiedades (ii) y (iv) implican que
v es una medida µ-estacionaria.

Definición 7.1.2. Un borde de (Γ, µ) es un Γ-espacio Ω dotado de una medida de probabilidad µ-estacionaria
v asociada a un µ-proceso en Ω.

Intuitivamente, queremos pensar en la variable ξk como siendo igual al “producto infinito” hkhk+1 · · · .
La proposición siguiente muestra las definiciones anteriores se adecúan a esta intuición.

Proposición 7.1.3. Si Ω es un borde de (Γ, µ), entonces para casi todo camino aleatorio (h1, h2, . . .) ∈ ΓN

el producto h1 · · ·hn converge hacia un punto de Ω respecto a la topoloǵıa canónica en Γ ∪ Ω.

Demostración. De acuerdo a la definición de la topoloǵıa canónica en Γ∪Ω, lo natural es intentar verificar
que para casi todo camino se tiene

h1h2 · · ·hn(v) −→ δξ1 .

Para ello debemos verificar que para toda función continua y acotada ϕ : Ω → R se tiene

lim
n→∞

∫

Ω

ϕ(ξ)d(h1 · · ·hn(v))(ξ) = ϕ(ξ1),

es decir

lim
n→∞

∫

Ω

ϕ
(

h1 · · ·hn(ξ)
)

dv(ξ) = ϕ(ξ1).

Ahora bien, como ξ1 = h1 · · ·hn(ξn+1) y ξn+1 es independiente de h1, . . . , hn, se tiene que

E
(

ϕ(ξ1)|h1, . . . , hn
)

= E
(

ϕ(h1 · · ·hn(ξn+1))
∣

∣h1, . . . , hn
)

=

∫

Ω

ϕ
(

h1 · · ·hn(ξ)
)

dv(ξ).

Finalmente, como ξ1 es una función de h1, h2, . . ., el valor de E(ϕ(ξ1)|h1, h2, . . . , hn) converge a ϕ(ξ1) (como
consecuencia del teorema de convergencia para martingales). �

Ejercicio 7.1.4. Rećıprocamente a la proposición precedente, pruebe que si Ω es un Γ-espacio provisto de una
medida estacionaria v, y si con probabilidad 1 la sucesión de medidas h1 · · · hn(v) converge a una delta de Dirac
(con masa en algún punto de Ω), entonces existe un µ-proceso en Ω con distribución v (sugerencia: defina ξ1 por
limn→∞ h1 · · ·hn(v) = δξ1).

Un borde (Ω′, v′) de (Γ, µ) es la imagen equivariante de otro borde (Ω, v) si existe una aplicación equiv-
ariante T : Ω → Ω′ tal que T (v) = v′.

Definición 7.1.5. El borde de Poisson-Furstenberg P (Γ, µ) de un grupo provisto de una medida de proba-
bilidad µ es un (Γ, µ) borde maximal de (Γ, µ), en el sentido de que cualquier borde de (Γ, µ) es la imagen
equivariante de P (Γ, µ).

La existencia y unicidad (funtorial) del borde Poisson son resultados técnicamente dif́ıciles de establecer.
Para ellos recomendamos la lectura de [13] y [3].

Antes de cerrar nuestra introducción a la teoŕıa de borde de Poisson debemos discutir su relación con las
funciones armónicas. El punto de partida viene dado por la siguiente observación: si (Ω, v) es un borde de
(Γ, µ), entonces para toda función medible y acotada ψ : Ω → R, la función ϕ : Γ → R definida por

ϕ(g) =

∫

Ω

ψ(gξ)dv(ξ)

es µ-armónica. En efecto, se tiene la igualdad

ϕ(g) =

∫

Ω

ψ(gξ)d(µ ∗ v)(ξ)

=

∫

Ω

∫

Γ

ψ(ghξ)dµ(h)dv(ξ)

=

∫

Γ

(

∫

Ω

ψ(ghξ)dv(ξ)
)

dµ(h)

=

∫

Γ

ϕ(gh)dµ(h).
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La observación anterior admite una rećıproca: si ϕ : Γ → R es una función µ-armónica y acotada, entonces
existe una función medible y acotada ϕ̂ : Ω → R tal que para todo g ∈ Γ se tiene

ϕ(g) =

∫

Ω

ϕ̂(gξ)dv(ξ).

Además, la función ϕ̂ está únicamente determinada módulo conjuntos de medida nula.

Veremos a continuación una aplicación muy interesante de la caracterización del borde de Poisson en
términos de funciones armónicas.

Definición 7.1.6. Sea µ una medida de probabilidad sobre un grupo Γ. Un subconjunto A de Γ es recurrente
(respecto a µ) si la probabilidad de pasar infinitas veces por puntos de A es igual a 1 respecto a la caminata
inducida por µ (partiendo desde cualquier punto de Γ). En el caso en que A sea un subgrupo nos referiremos
a él como a un subgrupo recurrente.

Esta definición generaliza la noción de recurrencia considerada en el caṕıtulo 1: un grupo Γ es recurrente
respecto a una probabilidad µ si el elemento neutro es un subconjunto (o subgrupo) recurrente de Γ.

Si H es un subgrupo de ı́ndice finito de Γ, entonces es fácil ver que H es necesariamente recurrente. Un
ejemplo más interesante de subgrupo recurrente es el grupo de los conmutadores L′

2 de L2: si µ es la medida
estándar sobre L2 entonces L′

2 es µ-recurrente en L2: la caminata inducida en el cuociente L2/L
′
2 no es

otra cosa que la caminata estándar sobre Z
2. Es bien sabido que L′

2 es isomorfo a L∞ (el grupo libre con
infinitos generadores; vea [24]). La proposición siguiente muestra en particular que existe una medida de
probabilidad µ′ sobre L∞ para la cual el borde de Poisson asociado P (L∞, µ′) es isomorfo a P (L2, µ).

Proposición 7.1.7. Si H es un subgrupo recurrente de un grupo Γ (respecto a una probabilidad µ), entonces
existe una probabilidad µ′ sobre H tal que los bordes de Poisson P (H,µ′) y P (Γ, µ) son isomorfos.

Antes de pasar a la prueba de la proposición, demos la idea heuŕıstica de ella. En el espacio de trayectorias
consideramos aquéllas que, saliendo desde el elemento neutro, pasan infinitas veces por H . Como H es
un subgrupo recurrente, hemos descartado sólo un conjunto de medida nula de caminos. Cada trayectoria
restante puede ser vista como una secuencia de elementos de Γ conteniendo infinitos elementos de H . Resulta
natural entonces definir µ′(g) como siendo la probabilidad (condicional) de que, al caer por primera en un
elemento de H , dicho elemento sea igual a g ∈ H .

La verificación directa de la equivalencia entre P (H,µ′) y P (Γ, µ) utiliza una versión general de la llamada
“propiedad de Markov fuerte” para caminatas aleatorias. La descripción del borde de Poisson en términos
de funciones armónicas acotadas permite soslayar esta dificultad.

Sea ϕ : Γ → R una función acotada y armónica (respecto a µ). Si g pertence al subgrupo recurrente H
entonces

ϕ(g) =
∑

h∈Γ

ϕ(gh)µ(h) =
∑

h∈H
ϕ(gh)µ(h) +

∑

h/∈H
ϕ(gh)µ(h).

Aplicando nuevamente la armonicidad de ϕ obtenemos

ϕ(g) =
∑

h∈H
ϕ(gh)

(

µ(h) + µ2(h)
)

+
∑

h/∈H

∑

h′∈Γ

ϕ(ghh′)µ(h)µ(h′),

donde
µ2(h) =

∑

h1h′

1=h

∑

h1 /∈H
µ(h1)µ(h′1) ≤ µ∗(2)(h).

Prosiguiendo con esta reducción, y teniendo en cuenta que H es un subgrupo recurrente de Γ, en el ĺımite
obtenemos una igualdad de la forma

ϕ(g) =
∑

h∈H
ϕ(gh)

(

µ(h) + µ2(h) + µ3(h) + . . .
)

.
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Debiese ser claro para el lector el hecho que la expresión entre paréntesis µ(h) + µ2(h) + . . . no es otra cosa
que la probabilidad condicional µ′(h). De esta forma, la restricción de ϕ a H es una función (acotada y)
armónica (respecto a µ′).

Rećıprocamente, ???

Ejercicio 7.1.8. Utilizando la descripción del borde de Poisson en témrinos de funciones armónicas acotadas, pruebe
que el borde de Poisson asociado a una caminata perezosa coincide con el borde correspondiente a la caminata original.

7.2 Trivialidad del borde de Poisson y promediabilidad

El primer objetivo de esta sección es dar la demostración del siguiente teorema debido a Furstenberg.

Teorema 7.2.1. Si un grupo admite una medida de probabilidad para la cual el borde de Poisson asociado
no es trivial, entonces dicho grupo no es promediable.

Comenzamos con el siguiente lema.

Lema 7.2.2. Dada una medida de probabilidad µ sobre un grupo Γ, el borde de Poisson asociado es no
trivial si y sólo si para todo g ∈ sop(µ) y casi toda trayectoria ω se cumple

lim
n→∞

µ∗(n−1)(g−1ωn)

µ∗(n)(ωn)
= 1. (7.1)

Demostración. Para todo g ∈ Γ se tiene evidentemente

P(C1
g |ηnω) = µ(g)

µ∗(n−1)(g−1ωn)

µ∗(n)(ωn)
.

Cuando n tiende al infinito, P(C1
g |ηnω) converge a P(C1

g |η). Si P (Γ, µ) es trivial entonces η es la partición
trivial, por lo que P(C1

g |η) = P(C1
g ) = µ(g). Concluimos que, en el caso de trivialidad de P (Γ, µ), se cumple

lim
n→∞

µ(g)
µ∗(n−1)(g−1ωn)

µ∗(n)(ωn)
= µ(g),

lo cual implica (7.1) cuando µ(g) > 0.

Rećıprocamente, si la igualdad (7.1) es satisfecha entonces se verifica fácilmente por inducción que para
casi toda trayectoria ω, todo k ∈ N y todo g ∈ sop(µ∗(k)) se tiene

lim
n→∞

µ∗(n−k)(g−1ωn)

µ∗(n)(ωn)
= 1.

Esto quiere decir que todos los cilindros finitos Ck son independientes de la σ-álgebra de las colas η. La ley
0-1 de Kolmogorov permite concluir entonces que P (Γ, µ) es trivial. �

Recuerde que un grupo es promediable si y sólo si admite una media invariante finitamente aditiva.
Debido a esto, el teorema 7.2.1 es una consecuencia directa de la proposición siguiente.

Proposición 7.2.3. El borde de Poisson P (Γ, µ) es trivial si y sólo si µ∗(n) converge débilmente (o fuerte-
mente) a una media invariante finitamente aditiva sobre Γ.
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Demostración. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que µ(e) > 0 (vea el ejercicio 7.1.8). Afir-
mamos en primer lugar que si P (Γ, µ) es trivial entonces µ∗(n) converge fertemente a una media invariante
finitamente aditiva. En efecto, puesto que e ∈ sop(µ), por el teorema 7.2.1 tenemos, para todo g ∈ sop(µ) y
casi toda sucesión aleatoria ω,

lim
n→∞

µ∗(n−1)(g−1ωn)

µ∗(n)(ωn)
= lim

n→∞
µ∗(n−1)(g−1ωn)

µ∗(n−1)(ωn)
= lim

n→∞
µ∗(n)(g−1ωn)

µ∗(n)(ωn)
= 1.

Esto quiere decir que, para g ∈ sop(µ) y todo ε > 0, cuando n tiende al infinito se tiene la convergencia

µ(n)

(

{

h ∈ Γ :
∣

∣1 − µ∗(n)(g−1h)

µ∗(n)(h)

∣

∣ > ε
}

)

−→ 0.

Como sop(µ) genera Γ, lo anterior equivale a que µ∗(n) converge a una media invariante en Γ.

Probaremos ahora que si µ∗(n) converge débilmente a una media invariante finitamente aditiva, entonces
toda función µ-armónica acotada ϕ es constante (lo cual implica la trivialidad de P (Γ, µ)). Para ello observe
que para todo g ∈ Γ y todo n ∈ N se tiene

ϕ(g) − ϕ(e) =
∑

h∈Γ

µ∗(n)(g−1h)ϕ(h) −
∑

h∈Γ

µ∗(n)(h)ϕ(h) =
∑

h∈Γ

(

µ∗(n)(g−1h) − µ∗(n)(h)
)

ϕ(h). (7.2)

Puesto que µ∗(n)(g−1h) − µ∗(n)(h) tiende a 0 para cada h ∈ Γ y puesto que ϕ es acotada, se concluye
directamente que el lado derecho de la igualdad (7.2) converge a 0 cuando n tiende al infinito. Concluimos
aśı que ϕ(g) = ϕ(e) para todo g ∈ Γ, es decir que ϕ es constante. �

La rećıproca del teorema 7.2.1 no siempre es válida (vea los ejemplos 7.2.7 y 7.2.6 presentados más
adelante). Sin embargo, ella lo es para ciertas clases de grupos promediables muy especiales.

Ejemplo 7.2.4. Si Γ es abeliano entonces todo borde de Poisson asociado a Γ es trivial, de acuerdo a un
resultado debido a G. Choquet y J. Deny [5]. Para probar dicho teorema demostraremos que si Γ es un grupo
abeliano y µ una medida de probabilidad cuyo soporte engendra a Γ, entonces toda función µ-armónica y
acotada ϕ verifica ϕ(gh) = ϕ(h) para todo h ∈ Γ: como tales elementos g ∈ sop(µ) generan Γ, esto implica
que ϕ es constante.

Definamos la función ψ : Γ → R por ψ(h) = ϕ(h)−ϕ(gh). Afirmamos que ψ también es µ-armónica. En
efecto,

ψ ∗ µ(h) = ϕ ∗ µ(h) −
∑

f∈Γ

ϕ(ghf)µ(f) = ϕ(h) − ϕ(gh) = ψ(h).

Denotemos α = suph∈Γ ψ(h), y tomemos una sucesión (hn) de elementos de Γ tal que ψ(hn) converja a α.
Pasando a una subsucesión si es necesario, podemos suponer que la sucesión de funciones ψn definida por
ψn(h) = ψ(hnh) converge uniformemente sobre los conjuntos finitos a una función ψ∞ (usamos el hecho que
ϕ es acotada). Observe que ψ∞(h) ≤ α para todo h ∈ Γ. Además, el teorema de convergencia dominada
nos permite afirmar que

α = ψ∞(e) =

∫

Γ

ψ∞(f)dµ(f) =
∑

f∈Γ

ψ∞(f)µ(f),

todo lo cual implica que ψ∞ es constante e igual a α.

Fijemos ahora p ∈ N. Dado ε > 0, existe N tal que ψN (gk) > α− ε para todo k ∈ {0, . . . , p− 1}, es decir

α− ε < ψ(hNg
k) = ϕ(hNg

k) − ϕ(ghNg
k).

Como Γ es abeliano, lo anterior nos da

ϕ(hNg
k) − ϕ(hNg

k+1) > α− ε,

lo que permite obtener mediante un argumento de suma telescópica

2 sup
h∈Γ

|ψ(h)| ≥ |ϕ(hN ) − ϕ(hNg
k)| > p(α− ε).
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Pasando al ĺımite en p concluimos que α− ε ≤ 0. Siendo ε > 0 arbitrario, concluimos que α ≤ 0, por lo que
ψ es no positiva. Un argumento análogo muestra que ψ es no negativa. Luego, ψ es idénticamente nula, es
decir que ϕ(h) = ϕ(gh) para todo h ∈ Γ, que es lo que queŕıamos demostrar.

Ejemplo 7.2.5. El teorema de Choquet-Deny fue generalizado para grupos nilpotentes por Margulis ????.

Ejemplo 7.2.6. Durante algún tiempo se pensó que los teoremas de Choquet-Deny y de Margulis (ejemplos
7.2.4 y 7.2.5 respectivamente) pod́ıan tal vez ser generalizados para grupos de crecimiento subexponencial.
Sin embargo, Erschler probó recientementemente en [8] que para ciertos grupos de crecimiento intermediario
existen medidas de probabilidad simétricas para las cuales el borde de Poisson correspondiente es no trivial
(como veremos más adelante, tales medidas no pueden ser de soporte finito). Un problema interesante
continúa siendo el caracterizar de manera concreta la familia de los grupos para los cuales todos los bordes
de Poisson asociados son triviales. Otro problema consiste en saber si para todo grupo de crecimiento
exponencial es posible definir una medida de probabilidad que tenga asociado un borde de Poisson no trivial
(conjetura de Kaimanovich-Vershik).

El ejemplo a continuación muestra la existencia de grupos promediables sobre los cuales pueden ser
definidas medidas de probabilidad induciendo bordes de Poisson no triviales.

Ejemplo 7.2.7. Denotemos por ⊕ZkZ2 la suma directa de grupos isomorfos a Z2 = {0, 1} indexados por los
puntos de coordenadas enteras de Rk. Una manera apropiada de concebir este grupo consiste en pensarlo
como el grupo aditivo de las configuraciones finitas de Zk (respecto a la operación de suma módulo 2 sobre
cada coordenada). El valor de una configuración f ∈ ⊕ZkZ2 en un punto x ∈ Zk será denotado por f(x), y
el soporte de f por sop(f), es decir

sop(f) = {x ∈ Z
k : f(x) 6= 0}.

Sea Γ = Z2 ≀ Zk el producto en corona entre Z2 y Zk, es decir el producto semidirecto Zk ⋊ ⊕ZkZ2 entre Zk

y ⊕ZkZ2. La operación de grupo en Γ es dada por

(x1, f1)(x2, f2) = (x1 + x2, f1 + Tx1(f2)),

donde la acción T de Zk sobre ⊕ZkZ2 es una acción por traslaciones:

Tx(f)(y) = f(y − x), x, y en Z
k, f ∈ ⊕ZkZ

2.

El grupo Γ es soluble de orden 2 (en particular, Γ es promediable). Además, Γ es finitamente generado: un
sistema de generadores es dado por {g1, . . . , gk, δ0}, donde gi designa el i-ésimo generador estándar de Zk y
δ0 es la configuración de Zk que es igual a 0 en todos los puntos salvo en el origen (donde asume el valor 1).

Dada una medida de probabilidad µ sobre Γ, denotemos por (xi, fi) los incrementos (i.i.d. según µ) de
la caminata aleatoria asociada, de modo que

ωn = (yn, gn) = (x1, f1) · · · (xn, fn)

representa la posición tras n pasos. Tenemos evidentemente

yn+1 = yn + xn+1, gn+1 = gn + Tyn
(fn+1).

Supongamos que k sea superior o igual a 3. Como toda caminata aleatoria no degenerada sobre Zk es
transiente para k ≥ 3, la coordenada yn tiende al infinito con probabilidad 1. Luego, si el soporte de µ es
finito, entonces los soportes de la configuración Tyn

(fn+1) y cualquier configuración fija de Zk serán disjuntos.
En consecuencia, la sucesión de valores de gn(y) es asintóticamente constante para todo y ∈ Z3. Esto genera
evidentemente acontecimientos ĺımites no triviales en medida, probando que el borde de Poisson P (Γ, µ) es
no trivial.

Observación. Vale también si µ tiene primer momento finito (Kaimanovich) y más generalmente si µ tiene
entroṕıa finita (Anna). ???
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En lo que sigue daremos una rećıproca parcial al teorema 7.2.1: para todo grupo promediable es posible
definir una medida de probabilidad para la cual el borde de Poisson es trivial. Esta afirmación corresponde
a una conjetura de Furstenberg, demostrada independientemente por Rosenblatt [28] y por Kaimanovich y
Vershik [19] a principios de los años 80. La prueba es lamentablemente un poco técnica; sin embargo, es
natural que ello sea aśı, pues en general la medida que se obtiene es complicada, muchas veces de soporte no
finito (vea el ejemplo ).

Demostración de la conjetura de Furstenberg. Queremos probar que si Γ es promediable, entonces
existe una medida de probabilidad µ sobre Γ tal que para todo g ∈ Γ se tiene

lim
n→∞

‖µ∗(n) − g(µ∗(n))‖ = 0. (7.3)

Esto lo haremos constructivamente.

Sea K0 ⊂ K1 ⊂ · · · una sucesión creciente de conjuntos finitos de Γ tales que K0 contiene al elemento
neutro y Γ = ∪iKi. Fijemos dos sucesiones (ti) y (εi) de números reales positivos de manera que

∑

i ti = 1,
εi+1 < εi para todo i ∈ N y lim εi = 0. Sea (ni) una sucesión de enteros positivos tal que, para todo i ∈ N,

(t1 + · · · + ti−1)
ni ≤ εi. (7.4)

Como Γ es promediable, existe una sucesión (νm) de medidas de probabilidad de soporte finito sobre Γ tal
que

‖νm − g(νm)‖ ≤ εm para todo g ∈ Km ∪ (sop(νm−1))
nm . (7.5)

Afirmamos que la medida de probabilidad µ definida por

µ =

∞
∑

m=1

tmνm

satisface la propiedad deseada (7.3). Para verificar esto, dado g ∈ Γ fijemos m ∈ N tal que g ∈ sop(νm−1).
Tenemos

µ∗(nm) =
∑

k=(k1,··· ,knm )

tk1 · · · tknm
νk1 ∗ · · · ∗ νknm

.

La expresión de la derecha se divide en dos sumandos

µ1 =
∑

|k|=max{ki}<m
tk1 · · · tknm

νk1 ∗ · · · ∗ νknm
,

µ2 = µ∗(nm) − µ1.

La condición (7.4) implica

‖µ1‖ =
∑

|k|<m
tk1 · · · tknm

= (t1 + · · · + tm−1)
nm ≤ εm. (7.6)

Para las estimativas concernientes a la medida ν2, fijemos un multi-́ındice k = (k1, · · · , knm
) tal que |k| ≥ m.

Sea j ≥ 1 el menor ı́ndice para el cual se tiene kj ≥ m. Note que la medida θ = νk1 ∗ · · · ∗ νknm
puede ser

expresada de la forma
θ = θ1 ∗ νkj

∗ θ2,
donde θ1 = νk1 ∗ · · · ∗ νkj−1 y θ2 = νkj+1 ∗ · · · ∗ νknm

. Como ki < m para todo i < j, tenemos
sop(νki

) ⊂ sop(νm−1). La desigualdad j < nm nos da entonces la inclusión sop(θ1) ⊂ (sop(νm−1))
nm−1.

Además de esto, como g ∈ sop(νm−1), tenemos sop(g(θ1)) ⊂ (sop(νm−1))
nm . Debido a (7.5), esto implica

que
‖νkj

− g(θ1 ∗ νkj
)‖ ≤ εm, ‖νkj

− θ1 ∗ νkj
‖ ≤ εm.

Luego,
‖g(θ1 ∗ νkj

) − θ1 ∗ νkj
‖ ≤ 2εm,
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por lo que
‖g(θ1 ∗ νkj

) ∗ θ2 − θ1 ∗ νkj
∗ θ2‖ ≤ 2εm,

es decir
‖g(θ) − θ‖ ≤ 2εm.

Como esta última desigualdad es válida para toda medida θ = νk1 ∗ · · · ∗ νknm
que aparece en el desarrollo

de µ2, tenemos
‖g(µ2) − µ2‖ ≤ 2εm,

y como ‖µ1‖ ≤ εm (y consecuentemente ‖g(µ1)‖ ≤ εm), concluimos finalmente que

‖g(µ∗(nm)) − µ∗(nm)‖ ≤ 4εm.

Puesto que la sucesión (εn) tiende a cero, de esta desigualdad se concluye (7.3), lo cual termina la de-
mostración.

Ejercicio 7.2.8. Extensión promediable de Kaimanovich...

7.3 Entroṕıa de grupos de tipo finito

7.3.1 Definiciones y propiedades generales

La noción de entroṕıa para caminatas aleatorias sobre grupos fue introducida por A. Avez en [2]. Tal
como dicho autor señala, la idea consist́ıa en definir un invariante más fino que el crecimiento en el sentido de
Milnor y Švarc. Sin embargo, con los años se constató que dicho invariante es de naturaleza bien diferente.

Como es lógico a la hora de definir entroṕıas (de carácter métrico), consideramos la función H : [0, 1] → R

definida por
H(0) = 0 y H(t) = −t log(t) para t > 0.

Esta función es no negativa, continua y cóncava. Para comprender la “naturalidad” de ella, recomendamos
la lectura de [4] (por una referencia en lengua castellana vea [25]).

Recordemos que, dada una partición P de un espacio de probabilidad (X,µ) en una familia contable de
conjuntos medibles Xi, la entroṕıa de P es definida por

H(P , µ) =
∑

i

H(µ(Xi)).

Esta definición satisface la propiedad funtorial siguiente: dado otro espacio de probabilidad (Y, ν) y una
aplicación T : X → Y tal que T∗(µ) = ν, se tiene

H(T (P)) ≤ H(P). (7.7)

Notemos que no estamos suponiendo que T es biyectiva; si éste fuera el caso entonces tendŕıamos evidente-
mente H(T (P)) = H(P).

En dinámica clásica se estudia la sucesión de los iterados H(T n(P), µ) cuando T : X → X es una
aplicación que preserva µ. Se define H(P , T ) como el ĺımite de H(T n(P), µ)/n, y la entroṕıa de T (respecto
a µ) es h(T, µ) = supP H(P , T ). Para nuestro caso seguiremos una idea similar. Nuestro “sistema dinámico
T ” será la caminata aleatoria, y “los iterados de T” corresponderán a los posibles estados de esta caminata
tras el número correspondiente de pasos.

Consideremos la partición P de Γ en sus elementos y notemos

H1(µ) = H(µ) = H(P , µ) =
∑

g∈Γ

H(µ(g)).
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Dada una caminata aleatoria (Γ, µ) (no necesariamente reversible), para cada n ≥ 1 definimos

Hn(µ) =
∑

g∈Γ

ϕ(µ∗(n)(e→ g)) = H(µ∗(n)).

Observe que Hn(Γ, µ) puede ser igual a infinito si el soporte de µ no es finito. Sin embargo, es fácil verificar
que si H(µ) = H1(µ) es finito entonces Hn(µ) es finito para todo n ≥ 1 (vea la observación 7.3.2).

Lema 7.3.1. Si Hn(µ) <∞ para todo n ∈ N entonces la sucesión (Hn(µ)) es subaditiva.

Demostración. Basta probar la desigualdad

H(µ1 ∗ µ2) ≤ H(µ1) +H(µ2)

para dos caminatas aleatorias cualesquiera sobre el mismo grupo Γ. Esta desigualdad puede ser verificada
directamente, utilizando para ello la propiedad de concavidad de la función H. Proponemos en lo que sigue
una prueba más conceptual.

La aplicación Γ×Γ → Γ dada por (g, h) 7→ gh env́ıa la medida producto µ1 × µ2 sobre µ1 ∗ µ2. Por otra
parte, se cumple la relación H(µ1 ×µ2) = H(µ1)+H(µ2). Por la monotonicidad de la entroṕıa, es decir por
(7.7), tenemos

H(µ1 ∗ µ2) ≤ H(µ1 × µ2),

de donde se obtiene la desigualdad deseada. �

Observación 7.3.2. El mismo argumento de la demostración precedente permite probar que si H1(µ) <∞
entonces Hn(µ) ≤ nH(µ) < ∞ para todo n ≥ 1. Rećıprocamente, si H(µ) es infinito entonces Hn(µ) es
infinito para todo n ≥ 1.

Definición 7.3.3. Si H(µ) <∞ definimos

h(Γ, µ) = lim
n→∞

Hn(µ)

n
= lim

n→∞
H(p(n))

n
,

y extendemos esta definición por h(Γ, µ) = ∞ si H(µ) = ∞.

Ejemplo 7.3.4. Si µ = τµ1 + (1 − τ)µ2 entonces

H(µ∗(n)) =
∑

g∈Γ

H((τµ1 + (1 − τ)µ2)
∗(n))(g)

=
∑

g∈Γ

H
(

n
∑

i=0

(

n

i

)

τ i(1 − τ)n−i
∑

h∈Γ

µ
∗(i)
1 (h)µ

∗(n−i)
2 (h−1g)

)

≥
n
∑

i=0

(

n

i

)

τ i(1 − τ)n−i
∑

g∈Γ

H
(

∑

h∈Γ

µ
∗(i)
1 (h)µ

∗(n−i)
2 (h−1g)

)

≥
n
∑

i=0

(

n

i

)

τ i(1 − τ)n−i
∑

g,h∈Γ

H
(

µ
∗(i)
1 (h)µ

∗(n−i)
2 (h−1g)

)

=

n
∑

i=0

(

n

i

)

τ i(1 − τ)n−i
∑

g,h∈Γ

(

µ
∗(i)
1 (h)H(µ

∗(n−i)
2 (h−1g)) + µ

∗(n−i)
2 (h−1g)H(µ

∗(i)
1 (g))

)

=

n
∑

i=0

(

n

i

)

τ i(1 − τ)n−i(H(µ
∗(i)
1 ) +H(µ

∗(n−i)
2 ))

≥
n
∑

i=0

(

n

i

)

τ i(1 − τ)n−i(ih(µ1) + (n− i)h(µ2))

= n(τh(µ1) + (1 − τ)h(µ2)),
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por lo que

h(µ) = lim
n→∞

H(µ∗(n))

n
≥ τh(µ1) + (1 − τ)h(µ2).

Luego, si la entroṕıa de una combinación convexa de medidas µ1 y µ1 es positiva, entonces al menos una de
las entroṕıas originales es positiva.

En términos probabiĺısticos, h(Γ, µ) es la información promedio de uno de los factores de un producto
hn = g1 · · · gn de n variables aleatorias independientes gi ∈ Γ con distribución µ. Una formulación más
precisa en términos de la teoŕıa de la información viene dada por la siguiente versión del teorema de Shanon,
Mc Millan y Breiman para caminatas aleatorias sobre grupos [19, 7].

Teorema 7.3.5. Si µ es una medida de probabilidad sobre un grupo numerable Γ con entroṕıa finita, entonces
se tiene

lim
n→∞

− log(hn(ω))

n
= h(Γ, µ),

donde la convergencia es tanto puntual en casi todo punto ω ∈ Ω = ΓN como en L1(Ω,P).

Demostración. Consideremos la sucesión de funciones ϕn : Ω → R definidas por

ϕn(ω) = µ∗(n)(hn(ω)).

Se verifica inmediatamente que para todo ω ∈ Ω y todo m ≥ 0, n ≥ 0 se tiene la igualdad

ϕn+m(ω) ≤ ϕn(ω) + ϕm(σn(ω)).

Puesto que µ es de entroṕıa finita, la función ϕ1 pertence a L1(Ω,P). La afirmación resulta aśı del teorema
ergódico subaditivo.

Ejercicio 7.3.6. Bajo las condiciones del teorema precedente, pruebe que h = h(Γ, µ) es el (único) real que para
todo ε>0 satisface las propiedades siguientes:

- existe una sucesión de subconjuntos finitos An de Γ tales que |An| ≤ exp(n(h + ε)) y con P-probabilidad 1 se tiene
que hn(ω) ∈ An para todos salvo eventualemente un número finito de ı́ndices n ∈ N;

- para toda sucesión de subconjuntos finitos Bn de Γ tales que |Bn| ≤ exp(n(h − ε)), con P-probabilidad 1 se tiene
que hn(ω) ∈ Bn sólo para un número finito de ı́ndices n ∈ N.

Sugerencia. Para la primera parte considere la sucesión An = {g ∈ Γ : µ∗(n)(g) ≥ exp(−n(h + ε))} y aplique el
teorema 7.3.5. Para la segunda parte considere Ωn = {ω/µ∗(n)(hn(ω)) ≤ exp(−n(h−ε/2))}. El teoreme 7.3.5 implica
nuevamente que para casi todo ω ∈ Ω está en todos salvo un número finito de los Ωn Verifique que

P[ω ∈ Ωn : hn(ω) ∈ B − n] ≤ exp(−e/n)

y concluya usando el lema de Borel-Cantelli.

Para analizar la relación entre la entroṕıa y el primer momento de una medida, necesitamos del siguiente
lema elemental.

Lema 7.3.7. Si una sucesión de números µn∈]0, 1[ satisface
∑

n∈N
nµn <∞, entonces se cumple

∑

n∈N

µn log(1/µn) <∞.

Demostración. Sea I el conjunto de los enteros positivos tales que log(1/µn) < n. se tiene

∑

n∈N

µn log(1/µn) =
∑

n∈I
µn log(1/µn) +

∑

n/∈I
µn log(1/µn)

≤
∑

n∈I
nµn +

∑

n/∈I
µn log(1/µn).
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Ahora, si n no pertenece a I, entonces e−n ≥ µn. Usando la desigualdad (válida para todo t ∈]0, 1[)

√
t log(1/t) ≤ 2

e
,

concluimos que
∑

n/∈I
µn log(1/µn) ≤ (2/e)

∑

n/∈I

√
µn ≤ (2/e)

∑

n/∈I
e−n <∞,

lo cual finaliza la demostración. �

Proposición 7.3.8. Si µ es una medida de primer momento finito, entonces su entroṕıa también es finita.

Demostración. Sea d la cardinalidad del conjunto de generadores de Γ. La cardinalidad de cada esfera Sk
está superiormente acotada por dk, por lo que

∑

g∈Sk

−µ(g) log(µ(g)) = −µ(Sk)
∑

g∈Sk

µ(g)

µ(Sk)
log

(

µ(g)

µ(Sk)

)

−
∑

g∈Sk

µ(g) log(µ(Sk))

≤ µ(Sk) log(dk) + µ(Sk) log(1/µ(Sk)).

Por la hipótesis M1(µ) <∞ y el lema anterior tenemos

∑

k∈N

µ(Sk) log(1/µ(Sk)) = M <∞,

de donde concluimos que

H(µ) =
∑

k∈N

∑

g∈Sk

−µ(g) log(µ(g)) ≤ log(d)M1(µ) +M. �

Relación con el crecimiento

Sean Γ un grupo de tipo finito y G = {h1, · · · , hm} un sistema finito y simétrico de generadores de
Γ. Para cada n ∈ N denotemos por Bn a la “bola de radio n” de Γ definida por

Bn = {g ∈ Γ : g = hi1 · · ·hik para ciertos k ≤ n y hij ∈ G}.

La función n 7→ |Bn| es llamada la función de crecimiento de Γ (relativa a H). Es fácil verificar que

|Bn1+n2 | ≤ |Bn1 | × |Bn2 |,

por lo que existe el ĺımite

cG(Γ) = lim
n→∞

log(|Bn|)
n

≤ (m− 1) <∞.

Decimos que Γ es de crecimiento exponencial si cG(Γ) > 0, y de crecimiento polinomial si existe un polinomio
P tal que |B(n)| ≤ P (n) para todo n ∈ N. Si ninguno de estos casos se da, decimos que Γ es de crecimiento
intermediario. Es fácil verificar que estas nociones no dependen de la elección del sistema finito de generadores
G.

Supongamos que el soporte de la medida µ sea finito y engendre a Γ como semigrupo, es decir que para
todo g ∈ Γ existen n ∈ N y g1, · · · , gn en el soporte de µ tales que g = g1 · · · gn. Consideremos la función
de crecimiento asociada al sistema generador sop(µ). Puesto que la entroṕıa de una partición se maximiza
cuando la medida es equidistribúıda sobre dicha partición, tenemos

H(Γ, µ∗(n)) ≤ H(Γ × · · · × Γ) ≤ |Bn|,

de donde h(Γ, µ) ≤ csop(µ)(Γ). Concluimos en particular que si Γ es de crecimiento subexponencial, es decir
si csop(µ)(Γ) = 0, entonces h(Γ, µ) = 0. �

Debemos señalar que este resultado sencillo no se generaliza para medidas µ de soporte infinito.
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Ejemplo 7.3.9. Si un grupo tiene crecimiento exponencial entonces no es necesariamente válido que la
entroṕıa asociada a las caminatas de soporte finito tengan entroṕıa positiva. El siguiente ejemplo ha sido
tomado de [19].

En el grupo Γ = Z ⋊ ⊕ZZ2 considere una medida simétrica que cargue sólo a los elementos (−1, 0),
(1, 0) y δ0 = (0, 1). Como los incrementos (xn, fn) y las posiciones ωn = (yn, gn) en tiempo n verifican
yn = x1 + · · · + xn, y puesto que las xi son variables aleatorias reales i.i.d., la desigualdad de Kolmogorov
implica que

P ({ω : |yk| ≤ n3/4 para todo k ≤ n}) ≥ 1 − V (x)

n3/2
,

donde V (x) es la varianza de la distribución de los incrementos xi. Definamos entonces

An = {(y, g) : |y| ≤ n3/4, sop(g) ⊂ [−n3/4, n3/4]}.

Se verifica fácilmente que la cardinalidad de An crece subexponencialmente. De lo anterior se concluye
fćilmente que

H(µ∗(n)) ≤ |An| +
V (x)

n1/2
log(δn),

donde δ es el valor mı́nimo para la medida asumida por un elemento sel soporte de µ. Dividiendo por n y
pasando al ĺımite obtenemos h(µ) = 0. El mismo argumento se aplica en general para medidas simétricas de
soporte finito: para todas ellas se tiene h(µ) = 0.

Relación con la promediabilidad

Supongamos que µ sea simétrica y engendre a Γ como semigrupo. En tal caso, si h(Γ, µ) = 0 entonces
Γ es promediable, como resulta de la proposición siguiente.

Proposición 7.3.10. Bajo las hipótesis precedentes se tiene

h(Γ, µ) ≥ −2 log(λ(Γ, µ)).

Demostración. Como la función logaritmo es cóncava, utilizando la desigualdad de Jensen se obtiene

−H(Γ, µ) =
∑

g∈Γ

p(n)(e→ g) log(p(n)(e→ g)) ≤ log





∑

g∈Γ

p(n)(e→ g)p(n)(e→ g)



 .

Puesto que µ es simétrica, esta última expresión es igual a p(2n)(e→ e). Por lo tanto,

H(Γ, p(n))

n
≥ log

(

n

√

p(2n)(e→ e)
)

,

y pasando al ĺımite se obtiene la desigualdad deseada. �

7.3.2 Entroṕıa nula y trivialidad del borde de Poisson

La proposición precedente permite concluir que si h(Γ, µ) = 0 para alguna medida de proba- bilidad µ
entonces Γ es promediable. Sobre una eventual rećıproca se discutirá en la sección 7.2.

Teorema 7.3.11. Sea µ una medida de probabilidad sobre un grupo discreto Γ. Si la entroṕıa inicial H(µ)
es finita, entonces h(Γ, µ) = 0 si y sólo si P (Γ, µ) es trivial.

Demostración. Introducimos las particiones Ak y B\ del espacio de trayectorias dadas por

(yi) ∼Ak
(y′i) si yi = y′i para todo i ∈ {1, . . . , k},

(yi) ∼Bn
(y′i) si yi = y′i para todo i ≥ n.
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La partición B = ∪Bn es la partición en colas del espacio de sucesiones.

Afirmación. Para todo 0 < k ≤ n se tiene la igualdad

H(Ak|Bn) = kH(µ) +H(µ∗(n−k)) −H(µ∗(n)). (7.8)

Prueba. Para cada trayectoria y = (yi) denotemos por Ak(y) y Bn(y) los átomos de Ak y Bn respectivamente
que contienen a y. La probabilidad condicional P (Ak(y)|Bn(y)) es dada por

P (Ak(y)|Bn(y)) =
P (Ak(y) ∩ Bn(y))

P (Bn(y))
=
µ(y1)µ(y2) · · ·µ(yk)µ

∗(n−k)(yn)

µ∗(n)(yn)
.

Tomando logaritmo a ambos lados e integrando respecto a µ se obtiene la igualdad (7.8).

Puesto que Bn es más fina que Bn+1, se tiene la desigualdad H(Ak|Bn) ≤ H(Ak|Bn+1), lo cual implica,
debido a (7.8),

H(µ∗(n)) −H(µ∗(n−1)) ≥ H(µ∗(n+1)) −H(µ∗(n)).

Concluimos aśı que la sucesión (H(µ∗(n)) −H(µ∗(n−1))) decae hacia h(Γ, µ).

Como la sucesión de particiones Bn converge a la partición en colas B, se tiene que H(Ak|Bn) converge
a H(Ak|B). A partir de (7.8) obtenemos entonces

H(Ak|B) = kH(µ)0kh(Γ, µ) = H(Ak) − kh(Γ, µ).

Luego, h(Γ, µ) es igual a 0 si y sólo si H(Ak|B) = 0 para todo k ∈ N, es decir si y sólo si las particiones Ak

y B son independientes para todo k ∈ N. Por la ley 0− 1 de kolmogorov, esto se cumple si y śolo si el borde
de Poisson P (Γµ) es trivial. �

La condición de finitud para H(µ) es claramente necesaria: si µ es una medida de probabilidad sobre un
grupo abeliano Γ para la cual H(µ) = ∞, el borde de Poisson P (Γ, µ) es inevitablemente trivial, debido al
teorema de Choquet-Deny. De manera más general, si Γ es un grupo finitamente generado de crecimiento
polinomial y µ es una probabilidad sobre él con entroṕıa inicial H(µ) finita, entonces h(µ) es necesariamente
igual a 0. Veremos a continuación que un enunciado análogo no es válido en general para grupos de crec-
imiento subexponencial: existen grupos de crecimiento intermediario para los cuales hay asociadas medidas
de probabilidad de entroṕıa inicial finita de modo que los borde de Poisson correspondientes no son triviales.

El método de Erschler para generar entroṕıa [9].

Fn es una familia de n-uplas del tipo (ω, i1, . . . , ik), con ω = (ω1, . . . , ω̂i1 , . . . , ω̂ik , . . . , ωn) e 1 ≤ i1 <
i2 < . . . < ik ≤ n.

Dados g, h en Γ y u ∈ Fn, designamos por Sg,h(u) al conjunto de los caminos cuyos pasos coinciden
con los ωi para todo i 6= ij ; en este último caso el factor puede ser igual a g o h. Diremos que u ∈ Fn es
satisfactoria si los caminos de Sg,h(u) arrivan a elementos distintos de Γ en tiempo n. Dicho conjunto de
posibles salidas lo denotamos aún por Sa,b(u); para n-uplas satisfactorias su cardinalidad es igual a 2k.

Teorema 7.3.12. Bajo las hipótesis anteriores, supongamos que existan constantes positivas α y β tales
que:

1- para todo u = (ω, i1, . . . , ik) ∈ Fn se tiene k ≥ αn,

2- para todo u = (ω, i1, . . . , ik) ∈ Fn, el conjunto Sg,h(u) es satisfactorio,

3- si u y v son elementos distintos de Fn entonces Sg,h(u) ∩ Sg,h(v) 6= ∅,
4- para todo n ∈ N se tiene µ∗(n) (∪u∈Fn

)Sg,h(u) ≥ β.

Entonces la entroṕıa h(µ) es diferente de 0. En consecuencia, si H(µ) <∞, entonces el borde de Poisson
P (Γ, µ) es no trivial.
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Demostración. Cambiando µ por alguna de sus convoluciones y recordando que µ es no degenr=erada,
vemos que es posible suponer, sin pérdida de generalidad que tanto g como h están en el soporte de µ.
Consideremos la probabilidad normalizada

ν(g, h) =
µ(h)δg

µ(g) + µ(h)
+

µ(h)δh
µ(g) + µ(h)

.

Claramente, la normalización de (la condicional) µ∗(n) a Sg,h(u) coincide con el k[ésimo producto ν(g, h). Si
ηn denota la partición del espacio de caminos infinitos Ω según el punto de alcance en n pasos, se tiene

H(µ∗(n)) = H(µ∗(n)|ηn).

Puesto que H(ν(g, h)k) = kH(ν(g, h)), usando el hecho que la entroṕıa condicional meida es menor o igual
que la entrop]́ıa, concluimos que

H(µ∗(n)) = H(µ∗(n)|ηn)
≥

∑

u∈Fn

µ∗(n)(Sg,h(u))H(µ∗(n), ηn|Sg,h(u)) + µ∗(n)(ψ)H(µ∗(n), ηn|ψ)

≥
∑

u∈Fn

µ∗(n)(Sg,h(u))H(µ∗(n), ηn|Sg,h(u))

≥
∑

u∈Fn

µ∗(n)(Sg,h(u))H(µ(g, h)k)

=
∑

u∈Fn

µ∗(n)(Sg,h(u))kH(µ(g, h)k)

≥ ≥ αβnH(ν(g, h)),

donde ψ denota el evento que la secuencia u no pertenezca a Fn. Dividiensdo por n y pasando al ĺımite
concluimos finalmente que h(µ) ≥ αβH(ν(g, h)).

Siguiendo [9], aplicaremos el método anterior para probar que, para una gran variedad de grupos ex-
presables como productos en corona, toda medida de probabilidad simétrica de entroṕıa finita induce un
borde de Poisson trivial. De manera más precisa, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 7.3.13. Sea Γ = G ≀H un producto en corona de dos grupos tales que B no se reduce al elemento
neutro. Si µ es una medida de probabilidad tal que A dotado de la medida inducida por proyección es un
grupo transiente, entonces la entroṕıa de µ es no nula.

Demostración. Aplicaremos el método general para g = e (elemento neutro de Γ) y h = (eG, f), donde
f : G → H satisface f(eG) 6= eH . Como estamos suponiendo que µ es no degenerada, podemos suponer,
módulo un cambio de µ por µ∗(n) para algún n ∈ N, que g y h pertenecen al soporte de µ.

Dados 0 < i1 < . . . < ik ≤ n y xs ∈ sop(µ) para s 6= ij , diremos que u = (i1, . . . , ik;x1, . . . , x̂i1 , . . . , x̂in , . . . , xn)
es una secuencia apropiada si los elementos x1, x1x2, x1x2 · · · x̂i1 , . . ., x1x2 · · · x̂i1 · · · x̂ik · · ·xn tienen proyec-
ciones distintas en G. Afirmamos que si u y v son dos secuencias apropiadas distintas, entonces Sg,h(u) y
Sg,h(v) son disjuntos. En efecto, si...

Una secuencia apropiada u será dicha c-apropiada si k ≥ cn. Afirmamos que existen p > 0 y c > 0 tales
que para todo n ∈ N se tiene la desigualdad

µ∗(n)(∪uSg,h(u)) ≥ p,

donde la unión es tomada sobre todas las secuencias c-apropiadas. Para verificar esto, recuerda que si R(n)
designa el rango la caminata obtenida sobre G por proyección, entonces R(n)/n converge con probabilidad
1 hacia P − probabilidaddenoretornoalorigen > 0.

Sea R′(n) el número de elementos distintos de G que son visitados en dos momentos consecutivos ≤ n por
la caminata. Se verifica fácilmente que para cierta constante P ′ > 0 se tiene la desigualdad Eµ∗(n)R′(n) ≥
P ′n.
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Afirmamos finalmente que si u es una secuencia apropiada, entonces Sg,h(u) es una familia satisfactoria.

�

Corolario 7.3.14. Sea Γ = G ≀H un producto en corona de dos grupos tales que B no se reduce al elemento
neutro. Si A es infinito y no contiene a Z o a Z2 como subgrupos de ı́ndice finito, entonces la entroṕıa
correspondiente a cualquier medida de probabilidad sobre Γ es no nula.

Una consecuencia del corolario anterior es el hecho que para n ≥ 2 y |B| > 1, toda medida de probabilidad
sobre un grupo de la forma Γ = Zn ≀B tiene entroṕıa no nula. Sin embargo, si B es promediable entonces Γ
también lo es. En tal caso, el teorema ??? indica la existencia de medidas de probabilidad para las cuales el
borde de Poisson asociado es trivial. Para una medida tal, la entroṕıa debe ser necesariamente infinita.

7.3.3 Entroṕıa condicional e identificación del borde de Poisson

7.4 La razón de escape al infinito: ley de los grandes números

La razón de escape al infinito corresponde a un parámetro que mide el comportamiento estad́ıstico
de la distancia al elemento neutro de un elemento representado por una palabra que es el producto de
n generadores. En general, y dado que pueden producirse simplificaciones a lo largo de dicha palabra,
es esperable que dicha distancia sea menor que n. Con la ayuda de este parámetro podremos refinar la
desigualdad (???).

Definición 7.4.1. Sea Γ un grupo contable provisto de una medida de probabilidad µ. Se define la razón
de escape al infinito de Γ con respecto a µ por

I = I(µ) = lim
n→∞

E(In)

n
, (7.9)

donde E(In) designa la esperanza de la función In(ω) = dist(h1 · · ·hn, e) respecto a µ∗(n).

Obviamente, debemos verificar que esta definición es pertinente, es decir que el ĺımite correspondiente
siempre existe. Ello es una consecuencia casi directa del teorema ergódico subaditivo. En efecto, la sucesión
de funciones In satisface de manera evidente la desigualdad

Lm+n(w) = Ln(w) + Lm(σm(w)).

Tenemos entonces la convergencia c.t.p. de In/n hacia cierta función ĺımite I. Puesto que el cambiar un
segmento finito de w no altera el valor de dicho ĺımite, la ley 0-1 de Kolmogorov implica que I es constante
c.t.p. Finalmente, siendo siempre In/n menor o igual a 1, el teorema de convergencia dominada implica que
dicho valor constante es igual a la razón de escape.

El hecho que Ln(ω)/n converja para casi toda trayectoria ω a la razón de escape al infinito puede ser
pensado como la validez de una “ley de los grandes números” en el grupo Γ. Presentamos a continuación
algunos ejemplos.

Ejemplo 7.4.2. Si en Γ = Z consideramos la probabilidad estándar entonces se comprueba fácilmente que
la igualdad I2n+1(g1 · · · g2n+1) = I2n(g1 · · · g2n) + 1 se verifica con probabilidad 1

2

[

1 + 1
2

(

2n
n

)]

, mientras que

I2n+1(g1 · · · g2n+1) = I2n(g1 · · · g2n) − 1 se cumple con probabilidad 1
2

[

1 − 1
2

(

2n
n

)]

. Por otra parte, se tiene
E(I2n+2) = E(I2n+1). Mediante la aproximación de Stirling se concluye que existen constantes positivas c̄, c
tales que

E(I2n+1) =

n
∑

j=0

1

22j

(

2j

j

)

≤
n
∑

j=0

c̄√
j
≤ c

√
n,

por lo que

lim
n→∞

I2n+1

2n+ 1
≤ lim

n→∞
c
√
n

2n+ 1
= 0,

de donde se concluye que I = 0.
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Ejemplo 7.4.3. La razón de escape del grupo libre Lk respecto a la medida de probabilidad simétrica
y equidistribuida sobre sus generadores es igual a (k − 1)/k. Como ya analizamos el caso en que k = 1,
supondremos que k es al menos igual a 2. En tal caso, si n ≥ 1 entonces con probabilidad (2k − 1)/2k se
tiene I(h1 · · ·hnhn+1) = I(h1 · · ·hn) + 1, mientras que I(h1 · · ·hnhn+1) = I(h1 · · ·hn) − 1 se cumple con
probabilidad 1/2k. De ello se deduce que

Eµ∗(n+1)In+1 = Eµ∗(n)In +
2k − 1

2k
− 1

2k
,

lo cual implica la igualdad I = (k − 1)/k v́ıa un argumento sencillo de suma telescópica.

A continuación relacionaremos la razón de escape al infinito con el crecimiento, la entroṕıa y la promed-
ibilidad del grupo.

Teorema 7.4.4. Si µ es una medida de probabilidad cuyo soporte es finito y genera a Γ como semigrupo,
entonces se tiene la desigualdad

h(Γ, µ) ≤ I(µ) · csop(µ)(Γ).

Demostración. Fijemos ε > 0 y denotemos por Xε,n al conjunto de elementos de Γ a los que se llega en n
pasos de la caminata pero cuya distancia al elemento neutro se sitúa en el intervalo [(1 − ε)nI, (1 + ε)nI)].
La discusión anterior muestra que µ∗(n)(Xε,n) ≥ 1− ε para n suficientemente grande. Escribamos la medida
µ∗(n) como la combinación convexa de dos medidas de probabilidad µ1,n y µ2,n, donde µ1,n es la restricción
normalizada de µ∗(n) a Xε,n y µ2,n es la restricción normalizada de µ∗(n) al complemento de Xε,n. Debido
a (???),

H(Γ, µ∗(n)) ≤ (1 − ε)H(µ1,n) − log(1 − ε) + ε log(|Bn|).
Dividiendo por n y pasando al ĺımite obtenemos

h(Γ, µ) ≤ (1 − ε)limn→∞
H(Γ, µ1,n)

n
+ ε csop(µ)(Γ). (7.10)

Observe ahora que Xε,n está contenido en la bola B(e, (1 + ε)nI) de radio (1 + ε)nI) (respecto al conjunto
generador sop(µ)) centrada en el elemento neutro de Γ. Puesto que el valor de H(Γ, µ1,n)/n está acotado
por log(|Xε,n|)/n, a partir de (7.10) obtenemos

h(Γ, µ) ≤ (1 − ε)limn→∞
log(|B(e, (1 + ε)nI)|)

n
+ ε csop(µ)(Γ).

Como el valor de log(|B(e, (1 + ε)nI|)/n tiende a (1 + ε)Icsop(µ)(Γ) cuando n tiende al infinito, tenemos

h(Γ, µ) ≤ (1 − ε2)Icsop(µ)(Γ) + εcsop(µ)(Γ).

Siendo esta desigualdad válida para todo ε > 0, concluimos finalmente que h(Γ, µ) ≤ Icsop(µ)(Γ). �

Ejemplo 7.4.5. Para el caso de la medida simétrica y equidistribuida sobre los generadores del grupo libre
Lk, la desigualdad anterior es una igualdad. Dejamos la prueba de ello al lector.

La desigualdad h(Γ, µ) ≤ I(µ) · csop(µ)(Γ) implica que si I(µ) = 0 entonces h(Γ, µ) = 0. La rećıproca
de esta última afirmación también es válida, de acuerdo a un resultado de N. Varopoulos [29] que nosotros
probaremos siguiendo la técnica empleada en [1]. Para ello será necesario el siguiente lema elemental.

Lema 7.4.6. Para n ∈ N consideremos la variable aleatoria Xn obtenida como suma de variables aleatorias
i.i.d. que asumen los valores −1 y 1 con probabilidad 1/2. Si para cada k ∈ Z se designa por Qk el k-ésimo
polinomio de Chebychev definido para x ∈ [−1, 1] por Qk(x) = cos(nθ), donde cos(θ) = x, entonces se
verifica la relación

xn =
∑

k∈Z

P(Xn = k)Qk(x). (7.11)
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Demostración. Para z ∈ C definimos

An(z) =
∑

k∈Z

p(Xn = k) zk.

De la relación

An(z) =
∑

k∈Z

p(Xn = k) zk =
∑

k∈Z

zk

2

[

p(Xn−1 = k − 1) + p(Xn−1 = k + 1)
]

=
1

2
An−1(z)

[

z +
1

z

]

se deduce que An(z) = 1
2n [z + 1/z]n. Utilizando esta igualdad para z = eiθ y z = e−iθ se obtiene

∑

k∈Z

P(Xn = k) [eikθ + e−ikθ ] =
1

2n−1

[

eiθ + e−iθ
]n
,

es decir
∑

k∈Z

p(Xn = k) cos(kθ) =
1

2n
[eiθ + e−iθ]n = cosn(θ),

y puesto que cos(θ) = x, esta última igualdad es equivalente a (7.11). �

Proposición 7.4.7. Existe una constante C > 0 que depende sólo de la distribución de µ sobre su soporte
tal que, para todo g ∈ Γ y todo n ∈ N,

µ∗(n)(g) ≤ C exp
(

− C
dist2(e, g)

n

)

(7.12)

Demostración. Considere el operador de convolución P : ℓ2(Γ) → ℓ2(Γ), esta vez actuando sobre el
espacio de funciones a valores complejos. Como µ es simétrica, P es un operador simétrico; además, P es
una contracción (vea la sección 2.2). Luego, su espectro está contenido en el intervalo [−1, 1]. Puesto que
cada polinomio de Chebychev Qk env́ıa [−1, 1] sobre [−1, 1], el espectro del operador Qk(P ) también está
contenido en [−1, 1]; en particular, Qk(P ) también es una contracción.

Observe que a partir del lema precedente se deduce la identidad

Pn =
∑

k∈Z

P(Xn = k)Qk(P ).

Denotando por XU la función caracteŕıstica del soporte de µ, para todo g ∈ Γ tenemos

〈XU , Pn(XUg)〉 = 〈Pn(XU ),XUg〉 =
∑

k∈Z

P(Xn = k) 〈Qk(P )(XU ),XUg〉.

Observe ahora que, para todo m ∈ N, el soporte de la función Pm(XU ) está contenido en Um+1. Luego, el
soporte de Qk(P )(XU ) está contenido en U |k|+1. Este último conjunto intersecta a gU = sop(XUg) si y sólo
si dist(e, g) ≤ |k| + 2. Concluimos aśı que

〈XU , Pn(XUg)〉 =
∑

|k|≥dist(e,g)−2

P(Xn = k)〈Qk(P )(XU ),XUg〉 ≤
∑

|k|≥dist(e,g)−2

P(Xn = k)‖Qk(P )(XU )‖1/2 ‖XUg‖1/2,

de donde se desprende que

〈XU , Pn(XUg)〉 ≤
∑

|k|≥dist(e,g)−2

P(Xn = k) |U |1/2 ‖XUg‖1/2 = |U |
∑

|k|≥dist(e,g)−2

P(Xn = k).

Por otra parte, el teorema central del ĺımite nos da una constante universal C̄ tal que

∑

|k|≥dist(e,g)−2

P(Xn = k) ≤ C̄ exp
(

− C̄
dist2(e, g)

n

)

,
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de lo cual se concluye que

〈XU , Pn(XUg)〉 ≤ C̄|U | exp

(

−C̄ dist2(e, g)

n

)

, (7.13)

Podemos también minorar la expresión a izquierda remarcando que

〈XU , Pn(XUg)〉 =
∑

h∈U
Pn(XUg)(h)µ(h)

=
∑

h∈U





∑

f∈Γ

XUg(hf)µ∗(n)(f)



µ(h)

=
∑

h∈U

∑

u∈U
µ(h)µ∗(n)(h−1ug)

=
∑

u∈U
µ∗(n+1)(ug)

≥ C′
∑

u∈U
µ(u−1)µ∗(n+1)(ug),

es decir
〈XU , Pn(XUg)〉 ≥ C′µ∗(n+2)(g), (7.14)

donde C′ = infg∈sop(µ) 1/µ(g). De (7.13) y (7.14) se desprende la desigualdad que se pretend́ıa demostrar.
�

Teorema 7.4.8. Con las notaciones de la proposición precedente, se tiene la desigualdad h(Γ, µ) ≥ CI(µ)2.
En particular, si h(Γ, µ) = 0 entonces I(µ) = 0.

Demostración. De la desigualdad (7.12) se deduce, para todo g ∈ Γ y todo n ∈ N,

−µ∗(n)(g) log(µ∗(n)(g)) ≥ −µ∗(n)(g) log(C) + C
µ∗(n)(g)dist2(e, g)

n
,

por lo que

H(µ∗(n)) ≥ − log(C) +
C

n

∑

g∈Γ

µ∗(n)(g)dist2(e, g)

≥ − log(C) +
C

n

(

∑

g∈Γ

µ∗(n)(g)dist(e, g)
)2

.

Dividiendo por n y pasando al ĺımite se obtiene la desigualdad h(Γ, µ) ≥ C I(µ)2. �
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Caṕıtulo 8

Apéndice

8.1 Ley 0-1 y desigualdad de Kolmogorov

Teorema 8.1.1. Si ϕ1, ϕ2, · · · son variables aleatorias y F (ϕ1, ϕ2, · · · ) es una función medible en Ω∞ tal
que la probabilidad condicional Pϕ1,··· ,ϕn

[F (x) = 0] no depende de ϕ1, · · · , ϕn para ningún n ∈ N, entonces
P[F = 0] es igual a 0 ó a 1.

Demostración. Denotemos por A al evento [F (x) = 0]. Si A es el álgebra de los eventos definidos en
términos de un número finito de variables, entonces para todo B ∈ A se tiene PB(A) = P(A). Supongamos
que P(A) sea positivo. Entonces

PA(B) =
PB(A)P(B)

P(A)
= P(B),

de donde se deduce que P (·) y PA(·) coinciden en A. Luego, ambas probabilidades coinciden sobre la
extensión de A. En particualr, P(A) = PA(A) = 1.

8.2 El teorema ergódico subaditivo

Como ejemplo de aplicación, veamos une criterio interesante de recurrencia para una caminata aleatoria.

Para cada n ∈ N designemos por rn la función rango de la caminata en n pasos. De manera más precisa,
para cada ω ∈ Ω el valor de rn(ω) es igual a la cantidad de elementos distintos de Γ en {S1(ω), S2(ω), . . . , Sn(ω)}.
Se tiene evidentemente la relación subaditiva

rm+n(ω) ≤ rm(ω) + rn(σm(ω)).

El teorema ergódico subaditivo implica entonces que rn(ω)/n converge c.t.p. a una constante c ∈ R. Se
desprende rápidamente de la definición que el valor de esta constante c es inferior o igual a 1.

Proposición 8.2.1. La constante c es igual a la probabilidad de no retorno al origen. En particular, la
caminata es recurrente si y sólo si rn/n converge c.t.p. a 0.

Demostración. Observe que para cada i ∈ N y cada ω ∈ Ω, el valor de ri+1(ω) − ri(σ(ω)) es igual a 1 si
S1(ω) no pertenece a {S2(ω), S3(ω), . . . , Si+1(ω)}, e igual a 0 en caso contrario. En consecuencia, denotando
por A al subconjunto de Ω dado por

∩n≥1{ω ∈ Ω : Sn(ω) 6= e},
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vemos que ri+1 − ri ◦ σ converge a XA ◦ σ. Aśı, la diferencia entre

rn
n

− r0 ◦ σn
n

=
1

n

n−1
∑

i=0

(

ri+1 ◦ σn−i+1 − ri ◦ σn−i
)

y

1

n

n−1
∑

i=0

XA ◦ σn−i.

converge a 0 cuando n tiende al infinito. Del teorema ergódico de Birkhoff concluimos entonces que rn/n
converge a P(A). �

A continuación veremos una aplicación menos estándar del teorema ergódico subaditivo, la cual fue
utilizada en la sección ?.

Denotamos por Rn el rango de reiteración de la caminata, es decir el número de elementos distintos
visitados hasta el tiempo n en dos momentos consecutivos de la caminata. Observe que el crecimiento de Rn
es sublineal si el de rn lo es; además, si µ(e) = 0 entonces Rn = 0 para todo n ∈ N. A continuación veremos
que una afirmación rećıproca es válida: si rn crece linealmente y µ(e) > 0, entonces Rn crece linealmente,
con

lim
n→∞

Rn
n

≥ µ(e) lim
n→∞

rn
n

= µ(e)P (A).

Para verificar esta desigualdad notemos que, si bien la sucesión de funciones Rn no es subaditiva, ella satisface
la desigualdad

Rm+n(ω) ≤ Rm(ω) +Rn(σ
m(ω)) + 1.

El teorema ergódico subaditivo es aplicable entonces a la sucesión de funciones ω 7→ Rn(ω) + 1. Para
encontrar la función ĺımite (la cual es necesariamente constante), es necesario buscar un ĺımite débil para la
sucesión Ri(ω) − Ri−1(σ(ω)). Sin embargo, nosotros nos contentaremos sólo con una minoración. Observe
que

Ri(ω) −Ri−1(σ(ω)) =







0 si ω1 6= ω2,
0 si ω1 = ω2 pero existe j∈{1, . . . , n− 1} tal que ω1 = ωj = ωj+1,
1 en caso contrario.

En particular, cuando i tiende al infinito, cualquier ĺımite débil de Ri(ω)−Ri−1(σ(ω)) es mayor o igual que
P(A)P(ω1 = ω2) = P(A)µ(e).
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