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INTRODUCCION

Consideremos un grupo (numerable) T' provisto de una medida de probabilidad p. La idea intuitiva
de una caminata aleatoria sobre I' siguiendo la ley dada por u consiste en el movimiento de una particula
entre los elementos del grupo, de modo que en cada paso la probabilidad p(¢g — h) de ir desde g a h es
igual a p(g~th). Las preguntas cldsicas sobre caminatas aleatorias tienen razén de ser en este contexto
més general. Nos interesaremos en particular en el comportamiento asintético de los posibles caminos. Sin
embargo, nuestro principal interés no sera cuantitativo: nuestro objetivo sera relacionar las propiedades de
la caminata con la estructura algebraica del grupo.

Notaciones

La cardinalidad de un conjunto A serd denotada |A|, segin sea conveniente.



Capitulo 1

DEFINICIONES GENERALES

1.1 Convolucion de Medidas

En el espacio de las sucesiones finitas de largo n de elementos de I' podemos considerar la medida
producto p X - -+ X u (n veces). Bajo la accién de la aplicaciéon I'™ — I’ dada por

(91,925 -+9n) = 9192 Gn»

la imagen de dicha medida es denominada la n-ésima convolucidn de p consigo misma, y denotada por p*(™).
De manera un poco mas general, si u y v son medidas de probabilidad sobre I', entonces la convolucién p * v
es una nueva medida de probabilidad sobre I' definida por

prv(h) =" u(fiv(g).
fg=h

Cuando hablemos de la probabilidad de que cierto suceso que depende de n pasos ocurra en la caminata
inducida por p, estaremos tacitamente pensando en la probabilidad correspondiente dada por p*(™. Por
ejemplo, la probabilidad de transicién entre g y h en n pasos es p™ (g — h) = u*(™ (g~'h). Como convencién
definimos p(®) (g — h) = &,(h). Observe que si u es simétrica, es decir, si u(g) = pu(g~") para todo g € T,
entonces lo mismo ocurre para la medida p**) para todo k& € N. En dicho caso se tiene la igualdad
p*) (g — h) = p®)(h — g) para todo g,h en Ty todo k € N.

1.2 Funciones de Green

Para cada g, h en I' podemos (al menos formalmente) definir la funcién de Green G(g,h|-) : R — R por

G(g,h|z) = Gp(g, hlz) = Zp(") (g — h)z™.
n>0

Podemos introducir también las funciones U y F' haciendo

F(g,h|z) = ZF (9 — h)x
n>0

donde F,,(g — h) es la probabidad que partiendo de g se llegue a h por primera vez en tiempo n, y

Ulg|lz) = ZU

n>1



donde U, (g) es la probabilidad de que el tiempo de primer retorno a g sea igual a n. Afirmamos que se tiene

la igualdad formal
1

1-U(glz)
En efecto, esta igualdad es equivalente a 1+ G(g, g|x)U(g|x) = G(g, g|x), es decir a

G(g,9z) = (1.1)

L+Y | Y Uilgw (g — 9) | «" = Glg. gl).

n>1 \i+j=n

En otras palabras, debemos probar que para todo n € N se cumple
> Uilg)p? (g — 9) = p™ (g — g)-
i+j=n

Ahora bien, esta tltima igualdad es evidente, pues el conjunto de caminos que vuelven a g en n pasos es
la unién disjunta de las familias de tales caminos para los cuales el primer retorno se produce en tiempo
i €{1,...,n}, y la probabilidad de la i-ésima familia correspondiente es igual a U;(g)p¥) (g — g).

Las siguientes identidades pueden ser facilmente obtenidas mediante argumentos analogos:

G(g,h|z) = F(g, h|x)G(h, h|x), (1.2)
Ulgle) =2 plg — [F(f, glx), (1.3)
fer
F(g,hlz) =2 plg— /)F(f,hlz) si g#h, (1.4)
jer

En lo que sigue supondremos siempre que la caminata es irreducible, es decir que para todo g,h en T’
existe n € N tal que p(™ (g — h) > 0. Observe que, bajo esta hipétesis, la serie G(g, h|x) converge o diverge
simultaneamente para todo g,h en I'. En efecto, dados g1, k1,92, ho en ', escogiendo m,n € N tales que
p™ (g1 — g2) > 0y p(™ (hy — hy) > 0, vemos que la desigualdad (vélida para todo entero k > 0)

P (g1 — ) = p (g1 — g2)p™ (g2 — ha)p™ (he — ),
implica que, para x > 0,
G(g1, halz) = a™T"p™ (g1 — ga)p'™ (ha — h1)G/(g2, hox).

Ejemplo 1.2.1. Fijemos la medida de probabilidad simétrica u sobre Z que otorga masa 1/2 a cada gener-
ador: (1) = p(—1) = 1/2. Para esta medida “estdndar” tenemos las igualdades

1 (2
PPt e —e)=0, pP(e—e) = 2%<:>

La primera de ellas se debe a que, para volver al origen, se requiere de un ntmero par de pasos. Para
justificar la segunda igualdad, basta notar que un camino que comienza en e = 0 y acaba en e = 0 tras 2n
pasos debe dar exactamente n pasos a la derecha y n a la izquierda. Concluimos asi que, para todo m € Z,

G(m, mlz) = G(0,0[2) = 3 (2;;) (g)z"

n>0

. . — —1)" . . . .
De la identidad ( }l/ 2) = (QTQ (27?) se concluye que, si la serie anterior converge, entonces se tiene

Glmmle) = 3 (7 )ty = (1.5)

n>0



Ejemplo 1.2.2. El caso en que la probabilidad sobre Z en consideracién no es simétrica resulta més com-
plicado. Supongamos por ejemplo que u(l) =p, u(—1) =0, p+o0=1y p# 0. La igualdad ya empleada
(2”) =22n(-1)n (711/2) implica que

6.0 = S (rar (i) = o (3) = X (7)) aver = 1 -aper e = 1

n>0 2 n>0 n>0 lp— ol
Concluimos entonces que
£(0,m[1)
lp—ol
Para el célculo de F/(0,m|1) usaremos una técnica clésica en la teorfa de “procesos de renovacién” (compare
con el ejercicio 2.0.9). De la igualdad

G(0,m|1) = F(0,m|1) G(m,m|1) = (1.6)

F(0,m|z) = Z F,(0,m)z™ = Fy(0,m) + Z F,.(0,m)z"

n>0 n>1

se concluye, para m > 1,

F(0,m|z) = pz Fo_1(1,m)a" + QZ Fo_1(-1,m)z",

n>1 n>1

es decir
F(0,m|z) = pzF(0,m — 1|x) + oz F (0, m + 1|z). (1.7)

La solucién recursiva general de la ecuacién (1.7) viene dada por
F(0,m|z) = a(z)A(2)™ + B(z) A2 ()™,

donde \i(z) y A2(z) son las soluciones de la ecuacién cuadratica A(z) = p + oA?(z). En particular, para
x = 1 obtenemos, para ciertas constantes a y (3,

F(0,m[1) = a+ (p/0)™

Puesto que F'(0,m|1) < 1, si p > p debemos tener necesariamente § = 0. Ademds, como F(0,0]|1) = 1, se
tiene ademds en este caso « = 1, y por lo tanto F'(0,m) = 1 para todo m > 0. De (1.6) se concluye que para
p > o se verifica la identidad

" X W (o) = GOmI) =~ 18)

p—0

n>m

Dejamos al lector la tarea de verificar que para p < g se cumple

GO.mi = (4"
e—p 0

Ejemplo 1.2.3. Cuando p(e — ¢) = 0 podemos perturbar ligeramente la medida p para situarnos en el caso
en que p(e — e) > 0. De manera mds precisa, para 7 €]0, 1[ podemos considerar la medida p, = 7.+ (1—7)u
de probabilidades de transicién p-(g — h) = 7d4(h)+(1—7)p(g — h). La caminata asociada a la medida p, es
llamada la “caminata perezosa” correspondiente a p; su “coeficiente de pereza” es igual a 7. Intuitivamente,
a cada unidad de tiempo la probabilidad de permanecer en el mismo sitio es igual a 7+ u(e) y la de moverse
igual a 1—7—pu(e); en caso de movimiento, éste se realiza siguiendo la ley de p. Para establecer una relacién
simple entre las funciones de Green correspondientes, notemos primeramente que la operaciéon de convolucién
se comporta bien respecto a combinaciones convexas de probabilidades:

n

(TVl + (1 — T)V2)*(n) — Z (n) Ti(l _ T)nfiyr(i) * V;F(n—i) _ Z <TL> Tnfi(l _ T)iyik(n—i) % V;(z)

‘ 7 £ 1
1=0 =0



De esta igualdad se deduce que

— (n —i i
Gy, (g:9lx) = Y pl"(g— g ZZZ(Z)T” (1=7)p(g — g)2"
n>0 n>0 =0

= ;<1_7)ip (9—9) >i<?>(m)”
) Pg—yg Z<nji>(m)”+i
)

p
B <1—7’
>0

< -7
>0

1—7x
>0

B

|
Hng

(@)
x(l—T () 1 z(1—1)
- ) =9 = 176 (o7

En particular, para 7 = 1/2 se tiene

1 T
G#(g,glfr) = mGP <979‘m> .

Ejemplo 1.2.4. Probaremos a continuacién que si Ly = (g1, ..., gr) designa al grupo libre en k > 2 gene-
radores, y si i es la medida simétrica equidistribuida sobre los generadores (11(g;) = pu(g; *) = 1/2k), entonces
en los puntos de convergencia de la serie G(g, g|x) se tiene la igualdad

2k —1

o By T Pk (1.9)

Notemos que esta igualdad ain es valida cuando k = 1, es decir, cuando el grupo en consideracién es Z. Sin
embargo, como veremos en el Capitulo 2, existe una diferencia esencial con el caso k > 2 en relacién a los
radios de convergencia de las series correspondientes.

Para probar (1.9) usaremos una técnica utilizada por Kesten en [20] (vea también el ejercicio 2.0.9 para
una demostracién mas simple pero menos directa). Trabajaremos con la serie U(e|z), la cual es més simple
de manipular. En efecto, usando métodos combinatorios elementales, se puede probar directamente que

Usn(e) = ﬁ (2:__12)%(% —yn

Sin embargo, en lugar de razonar de esta manera, nosotros calcularemos directamente la suma U(e|z) es-
tableciendo una relacién de recurrencia para los coeficientes U, (e). Para ello, notemos en primer lugar que
Un(e) = |P(n)|/(2k)™, donde |P(n)| es la cardinalidad del conjunto P(n) de las palabras de n letras entre
gf ,---,gp que representan a e en Ly y tales que ningtin segmento izquierdo de dicha palabra representa
también a e. En particular, Us,11(e) = 0 para todo n € N.

A cada palabra de P(2n) podemos asociar un camino uniendo puntos del reticulado Z? N [0,7)? de la
siguiente forma: para hq---ha, € P(2n) y k € {1,...,n — 1} trazamos una k-ésima linea horizontal (resp.
vertical) si dist(e,hy---hy) = dist(e,hy---hip—1) + 1 (vesp. si dist(e,hy---hy) = dist(e,hy---hgp_1) — 1),
donde dist(e, h) denota la “distancia” de h al elemento neutro, es decir el minimo k tal que se cumple una
igualdad del tipo h = giil1 e giikl. Es claro que el camino determinado por una palabra de P(2n) no intersecta
a la diagonal excepto en (0,0) y (n,n); el resto del camino se encuentra “bajo la diagonal”. Denotaremos
por C(n) al conjunto de los caminos verificando estas propiedades, y por ¢, la cardinalidad de C'(n).

Cada camino de C'(n) es la imagen de 2k(2k —1)"~! elementos de P(2n): para el primer paso tenemos 2k
posibilidades, para cada paso horizontal 2k—1 y cada paso vertical estd inicamente determinado. Concluimos
asi la identidad

2n 2\ "
x o1 2k (2k — )z
n>1 n>1



Un célculo combinatorio que nosotros evitaremos (vea sin embargo el ejercicio 1.2.5) muestra que ¢, coincide

con el n-ésimo nimero de Catalan %(27?:12). Nosotros nos apoyaremos sobre la siguiente relacion recursiva.

Afirmacién. Para todo n € N se tiene

Cn = Z Cicj. (1.10)

1+j=n

Prueba. Consideremos la diagonal A’ ubicada inmediatamente bajo la diagonal principal del reticulado.
Para cada i € {1,...,n — 1} designemos por |C(n, )| la cardinalidad del conjunto C(n,) de los caminos de
C(n) cuyo primer vértice comtn con A’ después de (1,0) es (i + 1,4). Obviamente,

Cn = Z |C(n,1))].

Basta probar entonces que |C(n,i)| = ¢;c,—;. Para ello, note que cada camino de C(n,i) determina un
camino de C(i) y otro de C(n — i) de manera unica. El primero de ellos es aquél que comienza en (1,0) y
acaba en (i + 1,1) (trasladado posteriormente de modo que comience en el origen); el segundo es aquél que
comienza en (i,4) y termina en (n,n), coincidiendo con el camino original entre (i+1,) y (n,n) (nuevamente,
trasladado al origen: vea la Figura 1). Se obtiene asi una correspondencia biunivoca

C(n,i) — C(i) x C(n —1),

lo que permite concluir la demostracién de la afirmacion.

.............................................. (n7 n)
(0,1) RN TR R
(0,0)  (1,0) (z,0)  (i+1,0) (n,0)
Figura 1
@h-1)?

Para simplificar notaciones, hagamos u = . Un célculo formal basado en la igualdad (1.10) nos

da

4k2

2

vek = (g S| = (527) T[S oo = (527 [y e

n>1 n>2 i+j=n n>2




es decir
2k

Ulelr)? = (2k— 1) [U(e|:v) - %2—ﬁlclu .

Puesto que ¢; = 1, si (la serie que define a) U(e|x) converge, entonces ella satisface la ecuacién

$2

(2k—1 ﬁzov

T)U(e|;c)2 ~Ule|z) +

y por lo tanto

Ulela) = = VEZ = 22(2k — 1)

2k -1

En dicho caso,
1 2k —1

Glerele) = T ~ ho 1 e 2k — D22

(1.11)

Ejercicio 1.2.5. Pruebe que ¢, = 1 (*"7?). Luego, usando la aproximacién de Stirling k! ~ v27k (k/e)*, pruebe

n\n—1

que el radio de convergencia de la serie G(e, e|z) es igual a k/v/2k — 1.

1.3 Funciones Armoénicas y Supra-armonicas

Dada una funcién ¢ : I' — R, la accién de la caminata inducida por p sobre ¢ origina una nueva funcion

P(p) = Py(p) = Pu(p) : T' = R, a saber

P(e)(g9) = > _plg = h)e(h) =Y (g f)u(f).

hel fer

La transformada P es llamada operador de transicion. Observe que el operador P,.) asociado a la k-ésima
convolucién de p coincide con la k-ésima potencia (P,)".

Una funcién ¢ : I' — R es armdnica (resp. supra-armdnica) si para todo g € T' se tiene ¢(g) = P(¢)(g)
(vesp. ¢(g) > P(¥)(9))-

Ejemplo 1.3.1. Si G(e, e|1) converge entonces para cada g € I' la funcién ¢(h)=G(h, g|1) es supra-arménica.
En efecto,

P(p)(h) => plh— He(f) =D ph— N P (f = 9) =D p™(h—g) =ph) — p(h— g) < o(h).

fer fer n>0 n>1

En el contexto presente vale el importantisimo principio del minimo: toda funcién supra-arménica que
asume su valor minimo es constante. La prueba de esto es sencilla. Si ¢ asume su valor minimo en un punto
g € T', entonces de la desigualdad ¢(g) > >, . p(g — h)@(h) y del hecho que >, .. p(g — h) = 1, se deduce
que si p(g — h) > 0 entonces p(g) = ¢(h). El mismo argumento permite verificar inductivamente que si
p™) (g — h) > 0 entonces ¢(g) = p(h). Recordando que la caminata es irreducible, se concluye lo afirmado.

Observemos finalmente que para funciones armonicas vale también el principio del mdzrimo: si ¢ es
arménica y asume su valor maximo, entonces ¢ es constante. Para verificar esto, basta aplicar el principio
del minimo a la funcién (supra-arménica) —.



Capitulo 2

RECURRENCIA Y TRANSIENCIA

Diremos que la caminata inducida por p es recurrente (resp. transiente) si el valor de

Gle,el) Y p™ (e —e)

n>1

es infinito (resp. finito). Antes de dar una justificacién més clara de esta definicién, veamos algunos ejemplos
fundamentales.

Ejemplo 2.0.2. En el ejemplo 1.2.1 vimos que para la medida estandar sobre Z se tiene

1 (2
PPt e —e)=0, pP(e—e) = 2%<:>

Usando la aproximacién de Stirling k! ~ v/27k (k/e)* se comprueba facilmente que 22% (2”) ~ ﬁ A partir

pr(e_w)ch#:oo

n>1 n>1

de esto se concluye que

Analogamente, para la medida u simétrica y equidistribuida sobre los generadores (+1,0) y (0,41) de Z?2,
se tiene

ZP( e—e) = Z Z E(i,j,n—Z,n—j)

n>1 n>11i+j=2n

B (2n)!
- Z Z 4n 4151 (n — i) (n — j)!

n>11i+j=2n

- Zaor 2 ()0)
w0

>14n n

> CZ%

n>1
= 0.

|
(]



Ejemplo 2.0.3. Para la medida estdndar sobre Z3 es facil ver que

PP (e —e) = 6%<2:> 2 <'J'<”ﬁ—|‘”'>

itj<n
1 /2n\ n! n!
= 62"<n>[n/3]!iﬂz<n iljl(n — i — j)!
_ 1 (2n> n! gn
627\ n / [n/3]!
< v
= 32

Luego,
1
(n) N
gp(e 6)§05n3/2<oo.

n>1 n>1

La caminata asociada es por lo tanto transiente. Lo mismo ocurre con el grupo ZF para todo k > 3.

Para comprender mejor los conceptos de recurrencia y transiencia, debemos relacionarlos con la existencia
de funciones arménicas y supra-armoénicas no negativas.

Lema 2.0.4. La caminata es recurrente si y sélo si toda funcion supra-armdnica no negativa es constante.

Demostracién. En el caso transiente para cada g € T' la funcién h — G(h,g|l) es no negativa, supra-
armonica y no constante.

Supongamos ahora que la caminata sea recurrente. Si ¢ es no negativa y supra-armonica, entonces la
funcién ¥ = ¢ — P(p) es no negativa y verifica

n

Y p® g = mp(h) <D PHW)(9) = el9) — PHHe)(9) < ¢l9)-
k=0

k=0

Si(h) # 0 paraalgtin h € T, entonces tomando el limite cuando n tiende al infinito en la desigualdad anterior
obtenemos G(g,h|1) < ¢(g)/¥(h), lo cual contradice la recurrencia. Luego, la funcién ¢ es idénticamente
nula, es decir, ¢ es armonica.

Ahora, si escogemos g € I' y definimos ¢4(h) = min{e(h), (g)}, vemos que esta funcién también es
supra-armoénica y no negativa. El razonamiento anterior muestra entonces que ella es armoénica. Como ella
asume su maximo, debe necesariamente ser constante, lo cual muestra que nuestra funcioén original ¢ también
es constante. O

Podemos reformular entonces la nocién de recurrencia de diversas maneras. En efecto, (bajo la hipdtesis
de irreducibilidad) las afirmaciones siguientes son equivalentes:
(i) la caminata es recurrente,
(ii) G(g,h|1) = oo para algun (todo) g,h en T,
(iii) U(g, g|1) = 1 para algtin (todo) g € T,
La proposicién siguiente completa la justificacién de la definicién de recurrencia y transiencia.
Proposicion 2.0.5. Si la caminata es recurrente, entonces para todo g, h en I’ la probabilidad de ir desde g

a h infinitas veces es igual a 1. Por el contrario, si la caminata es transiente, entonces para todo subconjunto
finito A de T' la probabilidad de caer infinitas veces en puntos de A es igual a 0.

Demostracion. Introduzcamos la funcién

I(h,g) = probabilidad de que la caminata pase infinitas veces por g partiendo desde h.

10



Si I,(g,g9) designa la probabilidad de ir de g a ¢ al menos n veces, entonces se verifica ficilmente que
In(9,9) = U(g9|1)1n-1(g,9), por lo que

I(g.g9) = lim In(g,9) = lim U™ '(g|1)

es igual a 0 (resp. 1) en el caso transiente (resp. recurrente).

Observe ahora que para cada g € T' la funcién h +— I(h,g) es arménica. Luego, si la caminata es
recurrente, entonces el principio del méximo implica la primera afirmacién de la proposicion. En el caso
transiente, el principio del minimo nos da I(g,h) = I(h,h) = 0 para todo g,h en I'. Luego, si A es un
subconjunto finito de T', entonces la probabilidad de pasar infinitas veces por A debe ser necesariamente
igual a 0. O

El objetivo principal de este capitulo es presentar las ideas fundamentales de la demostracién del resultado
siguiente, debido esencialmente a N. Varopoulos.

Teorema 2.0.6. Un grupo finitamente generado admite una medida de probabilidad simétrica para la cual
la caminata aleatoria es irreducible y recurrente si y sélo si dicho grupo es finito o bien una extension finita
de 7 o de 72.

Por razones que seran claras mas adelante, es conveniente generalizar el contexto en el cual trabajamos,
saliendo del 4mbito de la teorfa de grupos. En general, dado un grafo conexo X de aristas (orientadas)

Z;(X ), una familia de probabilidades de transicién p(g — h) induce una caminata aleatoria si para cada
g € X se tiene ), . p(g — h) = 1. En tal caso, la k-ésima probabilidad de transicién entre g y h viene
dada por

PFlg—h= > plg— fp(fr = f2) - p(fe2 — fr1)p(fr1 — h).

oo fe—1€X
Observe que no estamos suponiendo que los pasos sélo pueden darse a los vecinos. En otras palabras, puede

tenerse p(g — h) > 0 para vértices g y h de X que no son extremos de una misma arista. Sin embargo, las
probabilidades de transicién dotan a X de una nueva estructura de grafo: dos vértices g, h estan unidos si y

s6lo si p(g — h) > 0. Denotaremos al conjunto de las aristas orientadas del nuevo grafo por E"p(X ),
Convenimos nuevamente en que p(®)(g — h) = §,(h). Diremos que la caminata (X, p) es:

— irreducible si para todo g, h en X existe n € N tal que p("™) (g — h) >0,

jniformemente irreducible si existen € > 0y k < oo tales que si g y h son vértices de una misma arista de

Ar(X) entonces p(™ (g — h) > ¢ para algtin n < k,

— simple si X es localmente finito (es decir, cada vértice es extremo de sélo un ndmero finito de aristas) y

p(g — h) es igual a 1/grad(g) 6 a 0, dependiendo de si g y h son extremos de una misma arista de E(X) 0
no (grad(g) denota el grado del vértice g).

Ejemplo 2.0.7. Si T es un grupo finitamente generado y {g1,...,gx} es un sistema de generadores de T,
entonces podemos construir un grafo cuyos vértices son los elementos del grupo y g, h en I' estan conectados
por una arista si y sélo si g7 'h es igual a algtn g; 6 g; 1. El grafo asi obtenido es llamado grafo de Cayley
de T'. Dicho grafo depende evidentemente del sistema de generadores, pero como veremos més adelante,
algunas de sus propiedades geométricas relevantes permanecen intactas bajo cambios de sistema generador.

Observe que (el conjunto de los vértices de) un grafo puede ser visto como un espacio métrico discreto,
donde dist(g,h) es dada por el nimero minimo de aristas que deben ser recorridas para ir desde g a h.
Cuando un camino formado por n aristas une dos vértices situados a distancia n, decimos que ese camino
es una geodésica entre dichos vértices. Denotamos por (g, h) la familia de geodésicas entre g y h.

Se dice que X es de geometria finita si existe una cota superior (uniforme) para el grado de todos sus
vértices. Por su parte, una caminata (X, p) es dicha de rango acotado si existe D > 0 tal que si p(g — h) >0
entonces dist(g,h) < D. Por ejemplo, si G = {g1,...,gr} es un sistema finito de generadores de un grupo
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T, entonces el grafo de Cayley correspondiente es de geometria finita. Si G es simétrico (en el sentido que
h € G implica h™! € G) y p es una probabilidad sobre I' cuyo soporte es igual a G, entonces la caminata
asociada (dada por la probabilidades de transicién p(g — h) = u(g~'h)) es irreducible y de rango acotado
(para D =1).

Ejercicio 2.0.8. Una aplicacién R entre espacios métricos (X, dist) y (X', dist’) es una quasi-isometria si existen
constantes positivas A y B tales que, para todo x,y en X y todo 2’ € X',

(i) A" dist(x,y) — B < dist'(R(z), R(y)) < A dist(x,y) + B,

(ii) dist'(2', R(X)) < B.

Pruebe que toda quasi-isometria admite una quasi-inversa, es decir, una aplicacién quasi-isométrica S: X' — X
tal que dist(z, SR(z)) < C y dist’'(z’', RS(z")) < C para cierta constante C' > 0 y todo z € X, 2’ € X’. Verifique
también que la relacién de quasi-isometria es transitiva. Pruebe que si G y G’ son dos sistemas finitos de generadores
de un grupo I', entonces los grafos de Cayley asociados son quasi-isométricos.

Ejercicio 2.0.9. Pruebe que en un grupo libre Iy, se tiene I'(g, h|z) = F(g, f|z)F'(f, h|z) para todo g, hen I' y todo f
sobre la geodésica que une ambos puntos. Concluya que existe un funcién F : R — R tal que F'(g, hlz) = F(x)d“"f(gvh)7
y aplicando (1.4) pruebe que F satisface la identidad

F(z) = % + (2'“2—;1> 2F(z)>.

Resuelva esta ecuacién en F(z) y reobtenga (1.11).

2.1 Conductancia, Resistencia y Flujos

La caminata (X, p) es reversible si existe una medida m : X — 10, oo[ tal que, para todo g, h,

m(g)p(g — h) = m(h)p(h — g).

En tal caso, ¢(g,h) = m(g)p(g — h) es la conductancia de la arista que une g y h, mientras que m(g) es
la conductancia total en g. Si @ es una arista de vértices inicial y final @~ y @ respectivamente (lo cual
denotamos por @ = (@, @™")), entonces la resistencia de @ es r(@) = 1/c(d~,@*). Observe que la
conductancia y resistencia de cada arista @ no dependen de la orientacién de ésta, por lo que podemos
denotarlas simplemente por c(a) y 7(a). Finalmente, note que m(g)p* (g — h) = m(h)p®)(h — g) para

todo g,h en X y todo k € N.

Ejemplo 2.1.1. Para el caso de un grupo T', si la medida de probabilidad u es simétrica, entonces la
caminata es reversible respecto a cualquier conductancia constante m(g) = cte. Utilizaremos en tal caso
las conductancias m(g) = 1 6 m(g) = grad, donde grad es el grado de los vértices en el grafo de Cayley
correspondiente.

Introducimos los espacios de Hilbert ¢2(X,m) y EQ(ﬂp(X ), r) definiendo

(prop2)m =D e1(9)p2(9mlg),  (ur,ua)e = D wa(@)us(@)r(a).
gex TEAr,(X)

El gradiente discreto y su adjunto son operadores lineales continuos dados por

Ve 2(Xom) — B X)), Vo) = 2D —e(@)

V' C2(Ary(X), 1) — (X, m), v*u(g):L dou(@) - Y u(@)
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El laplaciano (discreto) es definido por A = $V*V: (3(X,m) — (*(X,m). Afirmamos que una funcién
@: X — R es armonica si y sélo si Ap = 0. En efecto, esto se desprende de la identidad A = Id — P:

2Mp(g) = —— [ 3 Vpl@) = 3 Vela)

m(g) =

_ 1 oy e(a’) —olg)
- m(g) a;g az_:g
= 0(9)Y_ plg—h) + 9@ Y, plg—h) - Z plg = B)p(h) = > plg — h)p(h).

= 2[p(9) — P(#)(9)]-

De manera un poco mas general, a cada subconjunto A de X podemos asociar un nuevo operador P4 de
suerte que pa(g — h) es igual a p(g — h) 0 a 0 de acuerdo a si g y h pertenecen simultdneamente a A o no.
La funcion de Green correspondiente viene dada por

Galg.hlw) =3 p{(g — h)z
n>0

Esta funcién corresponde a la solucién fundamental del laplaciano, en el sentido que para cada g € A la
funcién ¢ : A — R definida por h +— G 4(g, h|1) verifica (Ida — P4)p(h) = d4(h). En efecto,

(Ida — Pa)e(h) = Galg, hl1) = > Glg, flU)pa(f — h) =
fex

=" 09— h) =3 0% (g — h) = pOg — h) = §,(h).

n>0 n>1

Si : X — R es una funcién arbitraria (de cuadrado no necesariamente integrable), su norma de Dirichlet
es
(e(a™) —p(a))?
D(¢) = Dp(p) = (Vo, Vi) = Y = Y (p(g) — (h)*m(g)p(g — h).

ria
TEAr, (X) (@) g,:heX

El espacio D(X) de las funciones de norma de Dirichlet finita es solamente pre-hilbertiano. Sin embargo, si
designamos por £o(X) al espacio de las funciones de soporte finito sobre X, y por Dy(X) al cierre de £o(X)
en D(X), entonces Dy(X) es de Hilbert. Vale la pena remarcar la desigualdad Dpx () < k2Dp(p), la cual
se obtiene por la desigualdad de Cauchy-Schwarz de la manera siguiente:

Dpe(p) = Y. (elgr) — ¢(g0)*m(go)plgo — 91) - Plgk-1 — gr)

9o, gk €X
k

B> (elgi) = #(gi-1))*m(g0)p(g0 = 91) -+ p(gr—1 — k)
9o, g €X  i=1

k
= kY > > > (elgi) = e(gi-1)’mlgo)p(go — 91) - p(gr—1 — gi)

i= 1gz€X90 »»»»» 9i—1€X git1,..,.9k€X

= kZ S (elgi) = elgi-1)*m(go)p(go — g1) -+ plgi-1 — i)

i=1 g;€X go,...,9i—1€X

(]

k
- kz Z Z (#(9:) = ¢(gi-1))*m(gi-1)p(g1 — g0) - P(gi-1 — gi-2)P(gi-1 — gi)

=1 g,€X go,....9i-1€X

= kz >« ¢(9i-1))*m(gi-1)p(gi—1 — 9:) = k*Dp(yp).

=1 gi— 1;(]16X
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El lema a continuacion es de vital importancia.

Lema 2.1.2. Si la caminata es transiente, entonces para todo g € X la funcidn h — G(h,g|1) pertenece a
Do(X).

Demostracion. Si g pertenece a un subconjunto finito A de X y ¢ € £y(X) tiene su soporte contenido en
A, entonces

= (o, (Ida = Pa)Galg, [1))m = (¢,0g)m = m(g)e(g).

De esta forma, si A; es una sucesién creciente de partes finitas de X cuya reunion es igual a X, entonces

D(Gai(g,-[1) = Ga;(g,-11)) = m(9)(Ga;(9,91) — Ga,(g,91))-

En particular, (G4,(g,]1)) es una sucesién de Cauchy en Dy(X), y como en el caso transiente ella converge
puntualmente a G(g,-|1), vemos que esta dltima funcién pertenece a Dy(X). O

La capacidad de un subconjunto A de X es definida por

cap(A) = inf{D(p): ¢ € £o(X),v(g) =1 para todo g € A}
= min{D(¢): ¢ € Dy(X),(g) =1 para todo g € A}.

Para g € X designamos simplemente por cap(g) la capacidad del conjunto {g}.

Un flujo evanescente partiendo desde g € X con impulso I € R es una funcién u € ¢2 (EP(X), r) tal que

La energia de u es (u, u),. Intuitivamente, podemos pensar las aristas de nuestro grafo como siendo cafierfas
llenas de agua, y un flujo evanescente de energia finita nos da posibilidad de inyectar al sistema I unidades
de volumen de agua por cada unidad de tiempo a través de la “llave de entrada” g, sin que por ello el sistema
“explote”.

Proposicion 2.1.3. Para caminatas aleatorias reversibles, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) la caminata es transiente,

(ii) para algin (todo) g € X existe un flujo evanescente de energia finita partiendo desde g con impulso no
nulo,

(iii) para algin (todo) g € X se tiene cap(g) > 0,

(iv) la funcién constante e igual a 1 no pertenece a Do(X).

Demostracién. Si la caminata es transiente, entonces para cada g € X la funcién G(-, g|1) pertenece a
—
Dy(X). Luego, el flujo u = —IVG(-, g|1)/m(g) pertenece a £*(Ar,(X)) y satisface

V*u(h) = ——AG(h, g|1) = o

m(g)

Supongamos ahora que existe un flujo evanescente u de energia finita partiendo desde g € X con impluso
I # 0. Para toda ¢ € ¢y(X) satisfaciendo ¢(g) = 1 se tiene entonces

—(Vo,u)r = —(p, V'u)m = <90, %kﬂ— Ip(g) =1,

lo cual implica que 12 < D(¢){u,u),. Luego, por definicién, cap(g) > I?/{u,u), > 0.
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El hecho que la condicién (iii) de la proposicién sea equivalente a (iv) resulta inmediatamente de la
definicién de capacidad.

Finalmente, supongamos que 1 ¢ Dy(X) y sea g € X un vértice arbitrario. Fijemos un subconjunto
finito A de X conteniendo a g. La funcién ¢ = G4(+,9|1)/G (g, g|1) partenece a Dy(X) y verifica ¢(g) = 1.
Luego,

m(g)
cap(g) < D(p) = 77—,
(9) < Dle) Galg,9/1)
de lo cual se deduce que Ga(g,g|1) < m(g)/cap(g). Ampliando A y pasando al limite se deduce que
G(g,9|1) <m(g)/cap(g), lo que muestra que la caminata es transiente. O

El lector podria sorprenderse del reiterado uso de funciones de Green en la demostracién anterior. Sin
embargo, ello se justifica por la siguiente aseveracién: en el caso transiente, el flujo evanesceste de menor
energfa partiendo desde g € T' con impulso I # 0 estd dado por u = —IVG(-,g|1)/m(g). En efecto, si u
es un flujo partiendo desde g con impulso I, entonces podemos escribir v = @ — IVG(-, g|1)/m(g), donde
V*@ = 0. Obtenemos asi

VG, 1), | , VG, 1) VG(g. 1)
m(g) )+ m(g) ! m(g) )
) Gl(g, - Gl(g, -

)+ <Iv W”E?g)m ’ = ﬂE?g)|1)>
B A | N e G [ i <l S )
= VRIS TG m{g)
_ Y6l VG,

m(g) "~ mlg)
con la igualdad si y sélo si (@, @), = 0, es decir, si y s6lo si u = —IVG(-, g|1)/m(g). Observe que la energia
de u es igual a

I

)

<u u> _ 12<VG(97 |1)7 VG(gv |1)>T — I2G(gag|1)'
o m(g)? m(g)
Un corolario interesante de la condicién (iii) de la proposicién 2.1.3 es el hecho que si existe una constante
A > 0 tal que Dg(p) > ADp(p) para toda ¢ € £o(X) y si la caminata es P-transiente, entonces ella es Q-
transiente. Observe que la condicién Dg(¢) > ADp(p) se verifica por ejemplo cuando cg(g, h) > Acp(g, h)
para todo g,h en X.

Ejemplo 2.1.4. Cada intervalo ar = [k — 1,k], k € N, corresponde a una arista del drbol de vértices
{0,1,...}. La caminata a los vecinos dada por las probabilidades de transicién p(k—1 — k) y p(k — k—1),
k € N, es reversible respecto a

_ P00 = Dpl —2)---pk—1—Fk)
plk—k—1)---p(2—1)p(1l —0)

m(0) =1, m(k) para k€N,
plk—1—k—2)---p(1 —-0)

w(0—=1)---plk—1—k)
En el caso transiente, el tnico flujo evanescente partiendo desde el origen con impulso I = 1 es el flujo

constante igual a 1. Dicha funcién tiene energia total igual a ), r(a). Luego, la caminata es recurrente si
y s6lo si >, r(ar) = 0o, es decir si y sélo si la “resistencia total es infinita”.?7?

r(ak) =

Ejemplo 2.1.5. Consideremos una particién (disjunta) X = U;ezX; (del conjunto de los vértices) de un
grafo X. Si cada funcién caracteristica Xx, pertenece a Dy(X ), entonces podemos considerar la caminata
sobre Z de conductancias ¢/(i,i) = 0 para todoi € T y

di)= 3 elgh), i#i

gEX:,heX;
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Se verifica facilmente que m/(i) = 3 ;.7 ¢'(i,j) = 2D(Xx,) < oo. Obtenemos asf una caminata reversible
sobre Z de probabilidades de transicion p'(z, j) = ¢/ (¢, 5)/m/(i).

Afirmamos que bajo las condiciones anteriores, si la caminata inducida sobre Z es recurrente, entonces
también lo es la caminata original sobre X. En efecto, si la caminata sobre Z es recurrente entonces la
funcién constante igual a 1 pertenece a Dy(Z). En otras palabras, existe una sucesién (u,) en £5(Z) tal que
D, (un — 1) tiende a 0. Definiendo u,, € Do(X) por @,(g) = un(i) si g € X;, se comprueba facilmente que
D, (un — 1) = Dp(uy, — 1) para todo n € N. Luego, 1 pertenece a Dy(X), lo cual prueba la recurrencia.

Ejercicio 2.1.6. Usando el criterio del ejemplo precedente, pruebe nuevamente que la caminata aleatoria simple
sobre Z? es recurrente (sugerencia: descomponga 72 en los conjuntos de nivel respecto a la funcién distancia al
origen).

2.2 Comparacion de Caminatas Aleatorias

Asociado a un operador de difusion P hay un operador dual P* actuando en el espacio de las medidas
por

P*()(g) = Y_ v(h)p(h — g).

hex
Decimos que v es excesiva respecto a P si es supra-armonica respecto a P*, es decir, si para todo g se tiene

v(g) = P*(v)(9) = D v(h)p(h — g).
heX

Observe que la medida trivial m(g) = 1 es evidentemente excesiva. En general, si v es excesivay ¢ € ¢2(X,v),
entonces

(Po,o)e = 3 ¢l9) <Z p(g — h)gp(h)) v(g) < D> wvlg)p(g — h) <w22(9) n <p22(h)>

geX heX geX heX

3 w(g)® 2(9) +> SDT(h) > wlgplg—h) | <3 v(9)® 2(9) + 3 w(m)E Q(h) = (. ¢)o-

geX heX geX geX heX

El siguiente lema general para espacios de Hilbert tiene un interés en si mismo.

Lema 2.2.1. Sean H un espacio de Hilbert con producto interno (-,-) y T1,T> dos operadores lineales
invertibles de 'H tales que:

(i) T1 es autoadjunto,

(il) (T2(¥), ) = (T1(#),¢) = 0 para todo ¢ € H.

Entonces para todo ¢ € H se tiene
(T (9) 0 2 (T3 (), )

Demostracién. Por la hipétesis (ii), el operador 77 define una forma cuadritica positiva semidefinida, a
saber

(907 ¢) = <907 Tl (¢)>

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz a dicha forma obtenemos

(Ty ), 0)? = (Ty (o), ATy H(9)? = (Ty (@), Ty ' ()?

< (T H(e). Ty (@) (T (), Ty (9) = (T3 (), Ta Ty () (T7 (), T ()
< (T (@), ToTy (@) (T (@), Ty () = (Ty (), @) (Th (), ),
de donde se concluye la desigualdad deseada. O

Damos ahora el criterio de comparacién més importante entre caminatas reversibles y no reversibles.

16



Proposicion 2.2.2. Sean P un operador de transicion irreducible y v una medida excesiva respecto a P.
Sea QQ un operador de transicion reversible de conductancia total m. Supongamos que

(i) supye x m(g)/v(g) < o0,
(ii) P > AQ para cierto A > 0.

Entonces la recurrencia respecto a P implica la recurrencia respecto a Q.

Demostracién. Sea ¢ la funcién acotada dada por ¥(g) = m(g)/v(g), para la cual fijamos una constante
C > 0 tal que v < C. Consideremos la caminata perezosa asociada P = (I + P)/2 (cuyo coeficiente de

pereza es 1/2) y hagamos
A v Ve
@= (1 20) I+ 56

il — 1) = (1= 52 ) 00+ LI =D

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que A < 1/2.

es decir

Afirmamos que el operador (P — A\Q)/(1 — \) es de transicién y que la medida v es excesiva respecto a
él. Para verificar esto, observemos primeramente que, siendo v excesiva respecto a P, también lo es respecto
a P. Ademds, @) es reversible con conductancia v, pues de la igualdad ¥v = m se deduce, para g # h,

v(@lg - h) = U =D)L= 9) g ),

Finalmente, como P > AQ y A < 1/2, se comprueba rapidamente que se tiene también P > AQ. Todo lo
anterior prueba lo afirmado.

El operador (P — AQ@)/(1 — \) actiia entonces sobre £2(X,v), y para toda ¢ € ¢*(X,v) y todo z €0, 1]
se tiene

(P = 2AQ)p, ¥)v < (1 — A, ¥)o,

es decir,
AU —2Q)p, )0 < ((I —xP)p, ). (2.1)

Hagamos 77 = A\(I —2Q) y Ty = I — zP. Como P y Q son contracciones y x < 1, T; y T, son invertibles,
teniéndose ademds (T1p, ) > 0y (Tap, ) > 0. La desigualdad (2.1) no es otra cosa que (T1p, ¢) < (Tap, ).
Finalmente, siendo @ un operador autoadjunto, T} también lo es. Las hipétesis del lema (2.2.1) son asi
satisfechas, y la conclusién de dicho lema estipula que para toda ¢ se tiene (Ty *¢, @) < (T7 ', ). Observe
ahora que

Ty'elg) = Y a"Prolg) = > a" > p™(g— h)e(g)

n>0 n>0 heX

ST @™ g = h) | elh) = S Gl hla)e(h),

heX \n>0 heX

y andlogamente

T () = 5 3 Golg hl)e(h).
heX

Para ¢ = §, obtenemos entonces
Gp(g:glr) < Golg, glz) /N
Ahora bien, por el ejemplo 1.2.3,

1 z
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de modo que, haciendo tender z a 1 por abajo obtenemos

Gr(g,9|1) < 2Gy(g,9/1)/ A

La recurrencia respecto a P implica entonces la recurrencia respecto a Q.

Finalmente, observe que para toda ¢ € £o(X) se tiene

_ 99 —h) _ Do(y)
Dgle)= Y (elo) = e *v(@)alg — ) = Y (ele) = e(h)m(e) =55~ = =57
g,heX g,heX
Luego, la recurrencia respecto a @ implica la recurrencia respecto a Q. 0

Ejemplo 2.2.3. Si P; y P, son reversibles para la misma conductancia m, y si 7 €]0,1] es tal que la
caminata asociada al operador de transiciéon 7P, 4+ (1 — 7)P, es recurrente, entonces tanto P; como P,
inducen caminatas recurrentes. Esto resulta inmediatamente de la proposicién anterior.

Ejemplo 2.2.4. La hipdtesis segun la cual el operador ) es reversible con conductancia que verifica la
desigualdad m(g)/v(g) < C es esencial para la validez de la proposicién anterior. En efecto, del ejemplo
1.2.2 se desprende que la caminata ) sobre (Z,+) con probabilidades de transicién p y ¢ a los vecinos
es transiente cuando p # p. Sin embargo, dicha caminata es “comparable” a la caminata simple P, la
cual es recurrente. El problema radica en que la conductancia m para la cual @ es reversible verifica
m(k) = m(0)(o/p)* para todo k € Z, y por lo tanto no es uniformemente acotada.

Recuerde que, en un grafo cualquiera, la caminata simple es reversible para m(g) = grad(g).

Corolario 2.2.5. Sea P un operador de transicién para una caminata aleatoria uniformemente irreducible
en un grafo de geometria finita. Supongamos que v sea una medida excesiva respecto a P satisfaciendo
infy v(g) > 0. Entonces la recurrencia respecto a P implica la recurrencia respecto a la caminata simple.

Demostracion. Fijemos £ € N y € > 0 tales que para todo par de vecinos g, h exista n < k tal que
p™(g — h) > e. Hagamos P = (1+ P)/2 y P = P*. Como ya hemos observado, de la igualdad (2.2)
se deduce que la recurrencia respecto a P 1mphca la recurrencia respecto a P. Ahora, si P es recurrente
entonces para algin n € {1,...,k} la serie 3, - p(mFt1) (g — g) es divergente. Siendo P mayor o igual a
1/2, para un tal n tenemos

1 k—n
—(karn -
> Mg —g) <2> >op (9—9)=o00
m>0 m>0
lo cual implica la recurrencia de P.
Observe que v es P-excesiva. Por otro lado, P domina a un miltiplo positivo de la caminata simple. En
efecto, si g y h son vecinos, entonces
€ € 1
= > =

(g, h) > —
plg,h) 2 2k = 2k grad(g)

Finalmente, siendo X de geometria finita y teniéndose inf, v(g) > 0, se tiene sup, m(g)/v(g) < oo. El hecho
que la caminata simple sea recurrente resulta entonces como consecuencia de la proposicion 2.2.2. 0

Una caminata reversible (X, p) es dicha controladamente reversible si existe una constante C' > 0 tal que
C~! < m(g) < C para todo g. Esta terminologfa es ampliamente justificada por el siguiente resultado.

Teorema 2.2.6. Si X es un grafo de geometria finita sobre el que estd definida una caminata uniformemente

irreducible, controladamente reversible y de rango acotado, entonces la recurrencia (resp. transiencia) para
ella implica la recurrencia (resp. transiencia) para toda otra caminata satisfaciendo dichas propiedades.
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Demostracién. Sean (X, P) la caminata original y (X, Q) la caminata simple. Probaremos que existen
constantes positivas o y 0 tales que aDg < Dp < Dg. Esto implicard que si (X, P’) es otra caminata
verificando las hipédtesis, entonces o Dpr < Dp < ' Dp: para ciertos o’ > 0y 8’ > 0, probando la afirmacién
del teorema (vea la condicién (iii) de la proposicién 2.1.3).

Con las notaciones de la demostracién del corolario precedente, notemos en primer lugar que, para toda

2 € éO(X)a 2
D(9) < KDp(9) = = Dp(g).

Ademas,
~ 9 _ _
m(g)plg — h) = 5 C '=c

Se deduce facilmente entonces que para o = 2&/k? se tiene la desigualdad aDg < Dp.

Para probar la otra desigualdad, observe que para todo g, hen X, v € v(g,h) y ¢ € £y(X), la desigualdad
de Cauchy-Schwarz nos da

(¢(g) — @(h))? < dist(g,h) Y (Ve(a))?,

acy

por lo que

(plg) — p(h))? < distle: ) Z > (Vel(a

AT e

Luego, para toda ¢ € £o(X),

Dplp)= Y. clg.m)(olg)—pm)? < Y ‘Tffgg’ i 3 Y (Vela)elg. h) = (Ve(a))?d(a),
g,heX g,heX ’ v€v(g,h) a€Y aE-;“p(X)
donde

N mtalple — B dist(. 2@

¥ Ya(g, h) designa al conjunto de geodésicas que unen g, h y contienen la arista a. Si verificamos que ¢ es
uniformemente acotada, entonces para 5 = sup, ¢(a) se tendrd Dp(¢) < 8Dg(p).

Sean M una cota para el grado de los vértices y D una cota para el rango de P (si p(g — h) # 0 entonces
dist(g, h) < D). Fijada una arista a, existen a los mas M opciones de eleccién de elementos g, h tales que
a€vy€evy(g,h)yplg— h)>0. Por lo tanto,

d)(G) SCD Z |Fya(g5 )| SODMZD,
dist(g,h)<D h/( )l

lo cual culmina la demostracion. ]

Ejercicio 2.2.7. Si X y X’ son grafos de geometria finita y R : X — X’ una quasi-isometrfa, pruebe que existe una
constante A > 0 tal que para toda ¢ € £o(X’) se tiene
Dx:(p) > ADx (¢ o R).

Aplicando esta desigualdad a una quasi-inversa de R concluya que, bajo las hipdtesis anteriores, la recurrencia
(transiencia) de la caminata simple sobre un grafo es equivalente a la recurrencia o transiencia de la caminata simple
sobre el otro grafo. En otras palabras, “la recurrencia es preservada por quasi-isometrias”.
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2.3 Crecimiento de Grupos Recurrentes

Dados un grupo I' y un sistema (finito) de generadores G = {g1,...,gr}, la funcidn de crecimiento
V : N — N es aquélla que asocia a r € N el cardinal V(r) de la bola B(e,r) de centro e y radio r en el
grafo de Cayley correspondiente. El grupo I' tiene crecimiento polinomial si existe un polinomio P tal que
V(r) < P(r) para todo r € N. Si tal es el caso, el grado minimo que puede tener un polinomio verificando
dicha propiedad es llamado el grado de crecimiento de T'. Se dice que T tiene crecimiento exponencial (resp.
subexponencial) si V()" converge a un limite mayor que (resp. igual a) 1 (observe que, por el lema 4.1.1,
la expresién V(r)!/" es convergente). Las nociones introducidas anteriormente son invariantes bajo cambio
de sistema de generadores.

Ejercicio 2.3.1. Pruebe que si un grupo tiene crecimiento polinomial de grado n respecto a un sistema (finito) de
generadores, entonces ocurre lo mismo respecto a cualquier otro sistema (finito) de generadores.

Por los ejercicios 2.0.8 y 2.2.7, podemos hablar de la recurrencia o transiencia de la caminata aleatoria
simple en un grupo (finitamente generado) de manera independiente del sistema (finito) de generadores. Tal
recurrencia queda parcialmente caracterizada (en términos de crecimiento) por los resultados presentados a
continuacién.

Teorema 2.3.2. Si un grupo tiene crecimiento polinomial de grado inferior o igual a 2, entonces la caminata
aleatoria simple sobre €l es recurrente.

Demostracién. Por hipétesis, existe ¢ < oo tal que m(B(e,n))/n? = V(n)/n? < ¢ para todo n € N.
Consideremos la particién I' = U, >0X,,, donde X, es la esfera de centro e y radio n, es decir

X, ={geT: dist(e,g) =n}.
Considerando el acortamiento correspondiente de la caminata (vea el ejemplo 2.1.5), se tiene

d(n,n+1)= Z c(g,h) < m(B(e,n+1)) —m(B(e,n)).
g€EXn ,heXnt+1

La desigualdad entre medias aritméticas y arménicas implica

il 1 n? n? n? 1
> > = = > > .
W (k—1,k) g1 Ok —1,k) m(B(e,2n)) — m(B(e,n)) — m(B(e,2n)) ~ 4c

Se deduce entonces que la serie ), 7'(k — 1, k) diverge. Por el ejemplo 2.1.4, la caminata es recurrente. [

Observe la analogia entre la demostracion precedente y aquélla sugerida para el ejercicio 2.1.6: el teorema
2.3.2 nos ratifica el hecho que la caminata simple sobre Z? es recurrente. Para grupos de crecimiento superior
(para los cuales debiésemos a estas alturas sospechar la transiencia), la situacién es més compleja.

Denotando por E(-) la esperanza de una variable aleatoria, definimos el k-ésimo momento (partiendo
desde e) de una medida de probabilidad simétrica u sobre ' por

My(p) = E(h v dist(e, h)¥) = Z nk( Z ple — h))

n>0 dist(e,h)=n
Un argumento simple de homogeneidad muestra que My () = E(h — dist(g, h)¥) para todo g € T.

Lema 2.3.3. Si " es un grupo un grupo finitamente generado para el cual existe una constante ¢ > 0 tal que
V (k) > ck® para todo k € N, entonces existe una medida de probabilidad simétrica y de sequndo momento
finito sobre I' que induce una caminata aleatoria transiente.
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Demostracién. Para n > 2 definamos ¢, = 1/n3 log2 (n), y hagamos e; =1 =) ., €epn. Afirmamos que la
medida de probabilidad p sobre I' dada por -

(9) =Y FEmE
o ,;mu ")

satisface las afirmaciones de la proposicién. Para verificar esto, notemos en primer lugar que

Mz(u):ZWZdwteg) XB(en) (9 an” _Z%n<oo.

n>1 ") ger n>1 os1 nlog (n)

Por otra parte, como g estd en B(e,n) si y sélo si g~! pertenece a B(e,n), la medida i es simétrica. Resta
entonces verificar que la caminata asociada a p es transiente. Para ello, para cada k € N descompongamos
u escribiéndola como suma de dos medidas (defectivas) p1 y p2, con

" (g) _ Z EnXB(e n) (9)

2 m(Ble.n))

Haciendo s, = )7, -, €n se obtiene 11 (T') = 1 — s y [[u2lloc = supyer p2(9) < sp/m(B(e, k)). Se verifica
facilmente por induccién que en general se tiene

"™ loe < pa (D)™ + 1l 2l oo,

lo cual nos da en nuestro caso particular

Sk

™ (e) < (1—sp)" + T

Dejamos al lector la tarea de verificar que spk? logQ(k) tiende a 1/2 (para verificar esto, basta integrar por
partes la funcién x — 1/23log?(z)). Como V (k) > ck?, usando la desigualdad 1 — ¢t < e~* obtenemos, para

ciertas constantes c; y ca,
cin con
p" (e —e) < exp (_ 1 ) *

k2 log? (k) k5 log? (k)

para todo n y k suficientemente grandes. Colocando k = k(n) = n?/5, lo anterior se reduce a

1/5
p(")(e —e) < exp (— 032 ) 042 ,
log=(n) nlog®(n)
probando la convergencia de ), p(™) (e — e). La caminata asociada a u es por lo tanto transiente. O

El lema siguiente es un refinamiento para medidas de segundo momento finito de una de las vertientes
del criterio dado por el teorema 2.2.6.

Lema 2.3.4. Sean I' un grupo finitamente generado y p una medida de probabilidad simétrica y de se-
gundo momento finito sobre T'. Si la caminata (T, p) es transiente, entonces la caminata simple sobre T' es
transiente.

Demostracion. Sean P el operador de transiciéon asociado a p y @ aquél asociado a la caminata simple.
Basta probar que existe § > 0 tal que Dp < Dg. Para ello, al igual que en la demostracién de la segunda

parte del teorema 2.2.6, debemos probar que la funcién ¢: E“p(I‘) — X dada por

h/g*l(a) (67 g_lh)|
[v(e, g 1h)]|

o) = 3 ity — 1) distlg. )L 5™ g dist(eng ™)

g,hel | ( ’h)| g,hel
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es acotada superiormente. Afirmamos que se tiene ¢(ag) < Ma(u) para toda arista ag del grafo de Cayley
de I'. En efecto, a partir de la identidad

Valesg)l 1 ) e
2 el e g)l > Kae}| = dist(e,g),

a€Ary(T) v€7(e,9)
se deduce
_ . 1 gty (697 R Ivg-1ale, £)I

o(a = w(gth) dist(e,gth . w(f) dist(e, f g/
(@) = > ula™'h) distle,g™ W) CE S = 2 DB rrewi]

g,hel’ fer ger

|71
< > u(f) dist(e, f) Y 77 > u(f) dist(e, £)* = My(p). m
fer a€Ar,(T) e fer

El teorema siguiente resulta ahora como corolario de los lemas 2.3.3 y 2.3.4.

Teorema 2.3.5. Si ' es un grupo un grupo finitamente generado para el cual existe una constante ¢ > 0
tal que V (k) > ck® para todo k € N, entonces la caminata aleatoria simple sobre I' es transiente.

A partir del corolario 2.2.5 concluimos que un grupo I' satisfaciendo V(n) > en® para alguna constante
positiva ¢ no admite ninguna medida de probabilidad simétrica cuya caminata aleatoria inducida sea (irre-
ducible y) recurrente. Para grupos de crecimiento polinomial de grado inferior o igual a 2, toda caminata
asociada a una probabilidad simétrica (irreducible) y de segundo momento finito es recurrente. Sin embargo,
existen medidas de probabilidad simétricas sobre Z y Z? de segundo momento infinito que inducen caminatas
(irreducibles y) transientes.

Ejercicio 2.3.6. Dado ¢ €]0, 1], considere la medida de probabilidad u sobre Z definida por p(n) = ¢/|n|*™ para
n#0y u(0) =0, donde 1/c =23 ., 1/n'*e. Verifique que el segundo momento de u es infinito, y pruebe que la
caminata aleatoria inducida es transiente.

2.4 Clasificacion de grupos segin su crecimiento

Para acabar nuestra discusién en torno a la recurrencia (y en particular concluir la demostracién del
teorema 2.0.6) debemos clasificar los grupos de acuerdo a su crecimiento. El siguiente resultado, debido a
Gromov, responde a esta problematica.

Teorema 2.4.1. SiI' es un grupo de crecimiento polinomial de grado a lo mds 2, entonces I' es ya sea finito
o bien una extension de Z o Z2. Si el crecimiento de T’ no estd acotado por ningiin polinomio de grado 2,
entonces existe una constante positiva ¢ tal que V(n) > en? para todo n € N.

A decir verdad, el teorema anterior es una consecuencia de (la demostracién de) otro resultado (el genuino
“teorema de Gromov”), ademds de algunos aspectos bésicos de la teorfa de los grupos nilpotentes. Hasta
hoy, la mejor fuente de estudio para todo esto sigue siendo el célebre articulo [17] y las referencias alli dadas.

Teorema 2.4.2. Un grupo (finitamente generado) tiene crecimiento polinomial si y sdlo si contiene un
subgrupo nilpotente de indice finito. En tal caso, la funcion de crecimiento es equivalente a un polinomio.

La demostracion del teorema precedente reposa sobre ideas geométricas apasionantes pero que no tienen
mayor relacién con los métodos probabilisticos usados en este capitulo. Un problema no totalmente despro-
visto de interés sigue siendo el encontrar una demostracion simple y directa para el teorema 2.4.1.

Ejercicio 2.4.3. El grupo de Heisenberg (discreto) de orden n es aquél cuyos elementos son las matrices triangulares
superiores de entradas enteras y unos sobre la diagonal. Verifique que dicho grupo es nilpotente de orden de nilpotencia
n — 1. Pruebe que el grupo de Heisenberg de orden 3 tiene crecimiento polinomial de grado 4. Bosqueje el grafo de
Cayley de dicho grupo respecto a un sistema natural de generadores.
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Capitulo 3

Funcion de recurrencia e isoperimetria

Dos funciones F, G de N en [0, co[ son dichas asintdticamente equivalentes si existen constantes enteras
¢, c,d,d tales que para todo n € N se tiene

F(n) < c¢G(dn), G(n) < dF(d'n).

Utilizaremos la notacion F' ~ G para indicar que F' y G son asintéticamente equivalentes. De manera un
poco mas general, una funcién F' domina a G (lo cual se denota F' > G) si existen constantes A, B tales
que F(n) > ¢G(dn) para todo n € N. Asi, dos funciones son equivalentes si y sélo si ellas se dominan
mutuamente.

El primer objetivo de este capitulo es presentar una prueba del siguiente resultado debido a Pittet y
Saloff-Coste [27].

Teorema 3.0.4. Si T yI” son dos grupos quasi-isométricos y P, P' son operadores en £*(T') y £*(T") respec-
tivamente que verifican las condiciones ¢, entonces

(P?(5e),8e) = ((P")?"0er, 8er).

En particular, el tipo asintético de la funcion n — (P?"(8.),8.) no depende del sistema (finito) de generadores
del grupo en cuestion.

Observe que (P?"4,,d,) corresponde a la probabilidad p(>®) (e — ¢) de volver al origen en 2n pasos.

3.1 Asintdtica de la tasa de retorno al origen

Tal como veremos en el préximo capitulo, para una amplia familia de grupos (a saber, los grupos no
promediables) se tiene
p® (e — e) ~ exp(—n).

Ejemplos importantes de grupos promediables son los de crecimiento subexponencial. En particular, para
los grupos de crecimiento polinomial tenemos el siguiente resultado de Varopoulos.

Teorema 3.1.1. Si T es un grupo de crecimiento polinomial de grado d, entonces

(P?(8.),0e) ~n~%2,

A continuacién damos una serie de otros ejemplos relevantes de grupos promediables con la correspondi-
ente asintotica para la funcién de retorno al origen.
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Ejemplo 3.1.2. SiT = (Z/2Z) L Z% entonces
PP (e — e) ~ exp(—n¥/(@+2),
Ejemplo 3.1.3. SiT' = Z 1 Z% entonces
P (e — e) ~ exp (—nd/(d+2)(log(n))z/(dJrQ)) .
Ejemplo 3.1.4. SiT es policiclico y no virtualmente nilpotente, entonces
P20 (e — €) = exp(—n1/?),

En lo que sigue daremos la prueba completa de la estimacién del ejemplo 3.1.2.

3.1.1 Estimaciones inferiores

Para un operador de difusién arbitrario P, el laplaciano asociado A = Id — P es positivo y simétrico.
Para cada subconjunto finito A de I' resulta entonces natural considerar

= Go9)
o#0,s0p(0)CA  ||]13

Proposicién 3.1.5. Si A\1(A) es suficientemente pequenio entonces

exp(—n)\l(A))'

(2n)
P (e —e) =
|A]

Demostracion. Las igualdades siguientes son evidentes:
AP (e = e) = Y (P™(85).84) = > "™ (g — 9)- (3.1)
geA geA
Consideremos el operador submarkoviano P4 dado por

[ plg—h) sig,hestdnen A,
palg —h) = { 0 en caso contrario.

Este operador P4 acttia sobre el espacio de Hilbert (de dimensién finita) £2(A). Si Ay = 1 — P4 designa
el laplaciano correspondiente, entonces A 4 es un operador autoadjunto y positivo. Denotando por

0< )\1(14) < )\Q(A) <...< )\‘A‘(A)

los valores propios correspondientes, tenemos
2
S —g) = Y -9
geA geA
Tr (P}
|A|

> (1= xi(A4)*

i=1
(1= (4))*"
exp(—nAi(A)),

Y v

lo cual permite concluir la demostracién. 0

Consideremos ahora el operador de transicién P asociado a la caminata aleatoria simple (respecto a un
sistema simétrico de generadores G). Para cada subconjunto finito A de I" y cada k € N denotemos

Ay ={g € A: dist(¢g,T'\ A) > k}.
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Lema 3.1.6. Con las notaciones precedentes, para todo k € N se tiene la desigualdad

|A|
A) < ———.
)\1( )_ 2| Ay

Demostracién. Consideremos la funcién ¢ : T' — [0, oo dada por ¢(g) = dist(g,T"\ A). Tenemos

lell3 = 0(9)? > Akl K,
gel

1
(V. Vo) =5 |elo) - e)’plg—n < S 1=14],
g,h gEA,hEG

DN | =

1

lo cual permite concluir la afirmacién del lema. O

Estamos ahora en condiciones de probar la estimacién inferior para el ejemplo 3.1.2. Para T’ = (Z/2Z)1Z%
consideremos

A) = {(n,9): llgllze < n, n(g) =0 si [lgllze > n}.
Se tiene evidentemente |A(f)| = ¢92%". Consideremos el subconjunto A(¢) de A(¢) dado por
A() = {(n,9) € A(0): llgllza < ¢/2}.
Claramente, |A(f)| = (£/2)%2"". Puesto que A(f) C A(£)¢/2, el lema 3.1.6 nos da
dot?
M(A®©) < ﬁ(ﬁ/ﬁ ~
Por la proposicion 3.1.5,

pP (e — ) = exp (—% - Ed) .

Escogiendo ¢ de modo que n/¢% ~ % se concluye finalmente que

p(27) (e —e) = exp(—nd/(dJrQ)).
3.1.2 Estimaciones superiores

Las ideas geométricas para la estimacion superior son méas elaboradas. Para comenzar, dados un grupo
I" y un operador de Markov P verificando las hip6tesis 777, consideremos la funcién Ap : R — R dada por

Lema 3.1.7. Para toda funcion ¢ : I' — R de soporte finito se tiene la desigualdad

2 (A,
lolly < 2288
Ap ( I3 )
Demostracion. De la desigualdad
1 1
(Bp.0) =5 3 (plg) = o(1)*plg = 1) 2 5 3 (Ie(@)] = le(W)])*plg — ) = (Alel. |l
g:h g,h

se concluye que basta con considerar el caso en que ¢ es no negativa. Supongamos que éste sea el caso y
para t > 0 definamos

(p—1)"(9) = { 0 en caso contrario.
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Se tiene entonces la desigualdad
p(2)* < (¢ = t)*(2)* + 2t (),
por lo que
lell3 < llte =t I13 + 2t

Puesto que, por definicidn,

1 (Alp—t),p—1t) (Ap, p)
Al =07 = ) = Kiuonlo— 7)) ~ Allsople = 07

-OTIE< - -
||(<P t) ||2§ A(|Sop(<p—t)+|)<

si denotamos
Fy =sop(p —t)" ={g: ¢(g) >t}
entonces concluimos que

1
22— (Ap, )+ 2t 3.2

Escogiendo t de modo que 2t||¢|1 = ||¢||3/2 y utilizando la desigualdad elemental |Fy| < t=1||p||1, vemos
que (3.2) se transforma en

el (A, )
2 (AR

lell3

tal como queriamos demostrar. O

Puesto que el operador inverso P~! también es Markoviano tenemos

(Ap, 0) = ((Id = P)p, ) = [£°[13 = (P(), 0} < llell3 — IP(0)]3,

por lo que la desigualdad del lema precedente puede escribirse de la forma

lell3 < Wﬁha”%)(llwllﬁ = 1P)I3).

lell3

La proposicién siguiente, debida a Nash, permite lidear con una desigualdad de este tipo.

Proposicién 3.1.8. Sea N : [1,00[—]0,00[ una funcidn continua no decreciente. Si para toda funcién
@ :I' = R de soporte finito se tiene

2

®

ol < & (LELL) (1ol - 12113,
2

entonces (n) > p*™ (e — e), donde 9 : [0,00[—]0,1] es la tnica funcién satisfaciendo (0) =1 y

(1)
P = / NGs) g
1

S
Demostracién. Observemos primeramente que, como N es no nula y no decreciente, para F(z) = fom Ngs) ds
se tiene lim,_,o, F(z) = oo. Esto muestra que 1 estd bien definida. Puesto que, F(1/(t)) = t, derivando

formalmente tenemos 1 1\’
F(w) Ga) =+

NA/p()  =4'()

lo cual nos da

o) DR
es decir " (t)
'O = Fa/00)



A partir de este cdlculo (a priori formal) es ficil deducir la diferenciabilidad de 1.
Escojamos ahora ¢ de norma ||¢||; = 1 y denotemos u(n) = ||P"(¢)||3, donde n > 0. La hipétesis de la
proposicién implica inmediatamente que

u(n) < N (ﬁ) (u(n) — un + 1)).

Consideremos la extensién afin por partes u: [0, co[— R de la sucesién (u(n)). La funcién u asi obtenida es
no creciente, y para todo ¢ > 1 no entero se verifica

u(t) gN( L

W) (= (1)), (3.3)

Notemos ahora que

P?"(), ) — (P2P* (), )
(Id — P*)P*"(p), )

(Id— P?)'*P"(¢)|3

(Id— P*)'/2P" 1 (p)]3

(

u(m) —u(n+1) = (
(

<
= u n—l)—u(n).
Luego, 1
u(n) < N(u—n)) (u(n —1) —u(n)),

de donde se deduce que, para todo t > 1,

u(t) < N(ﬁ) (D). (3.4)

Si consideramos el caso particular de la funcién ¢ = &, vemos que u(0) = 1y u(n) = p®*™ (e, e). Puesto que

Y(0)=1y

t
—'(t) = 1/1(1) para todo t > 1,
N(w)
un argumento sencillo de comparacién con (3.3) y (3.4) muestra entonces que ¥(n) > p(®™ (e — e). O

Podemos usar entonces la funcién N(t) = 2/Ap(4t) en la desigualdad de Nash. Para estimar la funcién
correspondiente, necesitamos encontrar una buena cota inferior para la funcién Ap. Para esto nos valdremos
de la famosa desigualdad de Cheeger que pasamos a describir (vea 77?7 para una demostracién).

Dado un operador de Markov P y un subconjunto finito €2 de T,
OpA = {(g,h) el'xT:¢(g,h)=p(g—h)>0,g€ A h ¢ A}.

Se tiene entonces

1. . [c@pU)\*
> — .
MA)—QU%( T )

Recordemos ahora la definicién de la funcién de Fglner Fr : N — R asociada a un grupo promediable
dada por (vea 7?7 para mayores detalles)

. 04] 1
= < =0
Fr(n) ﬁlér%{'A' A = n}

Proposiciéon 3.1.9. Para I' = (Z/2Z) VZ% se tiene la equivalencia Fr ~ on’,
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Demostracién. La proposicién resulta casi inmediatamente de un resultado de Erschler, quien en [11]
establece la relacién (bajo ciertas hipétesis técnicas) citar a Gromov 777

Fie ~ (Fg)'e

Las hipétesis técnicas son satisfechas en este caso particular, por lo que la afirmacién resulta de las relaciones
Friop, =2y Fga(n) ~ n. O

Para concluir, consideremos un subconjunto arbitrario A de T' = (Z/2Z) 1 Z% y elijamos n € N minimal
de modo que |A| < Fr(n). Por definicién tenemos

|8A| S 1 1
1A 0 (log(JA)Y
por lo que la desigualdad de Cheeger nos da
M) s — L
log(|A[)2/4

Para N(s) = (log(s))?? tenemos entonces, por la desigualdad de Nash, p(*!) (e, e) < 1(t), donde ) verifica
$(0) =1y

= (log(s))?

1
. :/ /¥(t) (10g(5))2/dd8 7 24 1/w(t).
1 S 1

La relacién precedente nos da 9(s) = exp(—s%(@+2)) concluyendo asf la verificacién de la relacién

p(2t) (e —e) = exp(—td/(dJrQ)).

3.2 Desigualdades isoperimétricas

3.2.1 Una desigualdad de Varopoulos

Sea A un subconjunto finito de un grupo infinito I' generado por un sistema finito G. Dado un radio
positivo 7, consideremos los trasladados Ag, donde g € B(e,r). El promedio de la masa de A perdida por
estas traslaciones es igual a

Z > (1= xa( ))=Zﬁ > (1= Xa(hg™)

T
geB(e r) h€Ag heA ’ gEB(e,r) heA

|B(h,r)| —|B(h,r) ﬂA|
=2 |B 1)

Si escogemos r = r(|A|) de manera tal que |B(e, r)| ~ 2|A|, entonces cada sumando de la expresién anterior
estd acotado inferiormente por 1/2|G|, por lo que el valor de dicha expresién es mayor o igual que |A|/2|G].
Por otra parte, afirmamos que el promedio de masa perdida es inferior o igual a r|0A|, lo cual implica que

147

0A
A= 5igr

(3.5)

En efecto, para que un punto logre “escapar” de A, éste debe “pasar” por su frontera al ser movido por
el “flujo” asociado a cada elemento de B(e,r). De manera mds precisa, escribamos cada g € B(e,r) de la
forma g = g1 - - gn, donde ||g|| =n < r y cada g; estd en G. Fijado f € JA denotamos

Fly(9)={he€A: hg¢ Ay hgi...9m = [ para algin m < m}.

Claramente,
| U Fl(9)| < rloal,
fEOA
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lo cual implica lo afirmado.

Si T tiene crecimiento polinomial, entonces existe d € N de modo que V(r) = |B(e,r)| ~ r? (ver §2.4),
por lo que la desigualdad (3.5) nos da, para alguna constante ¢ > 0,

clA|40A] > | A,

es decir .
4| < CloAla.

Esta desigualdad isoperimétrica para grupos (casi) nilpotentes fue obtenida originalmente por Pansu para
el caso particular del grupo de Heisenberg. Si I' tiene crecimiento exponencial, entonces un razonamiento
analogo muestra que

oA
0Al > ——— .
1941 2 ogran

hacer monito 777

Ejemplo 3.2.1. Para ' = Z? (provisto del sistema estandar de generadores) tenemos

|0B(e, n)] N nd—1
|B(e,n)| — n?

)

1
n

por lo que la funcién de Fglner asociada satisface F(n) < |B(e,n)| ~ n?. Por otra parte, la desigualdad
probada anteriormente muestra que si un subconjunto finito A C Z% satisface |0A|/|A| < 1/n, entonces

c|A|d%1/|A| < 1/n, por lo que |A| > én?. Esto muestra que F(n) = n?, y conjuntamente con lo anterior
conluimos que F(n) ~ nd.

3.2.2 La desigualdad de Cheeger
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Capitulo 4

Promediabilidad

4.1 La condicién A\(I') =1

Salvo mencién de lo contrario, en este capitulo sélo consideraremos medidas de probabilidad simétricas
induciendo caminatas irreducibles. Cuando p es una probabilidad simétrica sobre un grupo I', el operador
de transicién P = P, actuando en ¢*(T, i) es autoadjunto, por lo que

oo {/p™ (e — ¢) = [|Pll = sup (Pp, ¢). (4.1)
lell=1

Llamamos taza de retorno al origen al valor dado por la expresién anterior, al cual denotamos por A(T, ).
Observemos que para todo n € N tenemos p(™ (e — ¢) < 1, por lo que \(T, ) < 1.

El siguiente lema es bien conocido y su demostracion puede ser dejada a cargo del lector. Recuerde que
una sucesién que satisface la hipétesis 4.1.1 para ¢ = k = 0 es dicha subaditiva.

Lema 4.1.1. Si (a,) es una sucesidn de nimeros reales para la cual existen constantes ¢ € R y k € N tales
que para todo m,n en N se verifica la desigualdad

Am+4n+k S Qm + 2% + c, (42)
entonces la sucesion (an/n) converge a un limite a € R U {—oo}, teniéndose ademds a = lim,, , (a,/n).

Proposicién 4.1.2. Para cualquier caminata aleatoria (I, u) se tiene la igualdad

AT, p) = lim */pE(e — e).

Demostracion. Observe que

P (e —e) =3 pM (e — g)p™ (g — e) = [p (e — €))%,
gel

lo cual implica

2’\‘/p(2n) (e — e) > T\L/p(”)(e — 6).

AL, ) > Timy, 00 2n\/ p(e —e) > limy, 00 7\l/ pM(e—e) = AT, p),

lim,, oo ¥/p@M) (e — €) = AT, ). (4.3)

En particular,

de donde
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Por otra parte,

PP (e —e) =Y pP (e — g)p'*) (g — €) 2 pP (e = e)p® (e — e),
gel’

por lo que la expresién [p™ (e — €)]'/?" corresponde al n-ésimo témino de una sucesién convergente (basta
aplicar el lema 4.1.1 a la sucesién (a,) definida por a, = —log(p(™ (e — €))). Concluimos que el limite
superior (4.3) es en realidad un limite, necesariamente igual a A(T, u). 0

Observacién 4.1.3. Si u(e — ¢e) > 0 entonces (T, ) = lim, o ¥/p™ (e — €). En efecto, en dicho caso

se tiene de manera evidente

p(2n-|-1)(e N 6) Zp(e _ e)p(Zn)(e _ 6),

por lo que tomando la rafz (2n 4+ 1)-ésima y pasando al limite se obtiene lo afirmado gracias al lema anterior.

En general, es bastante dificil determinar el valor de A(T, ). Sin embargo, si ' tiene una estructura
algebraica muy particular y p se adecia a dicha estructura, entonces pueden obtenerse algunos valores
precisos. Para ello, puede hacerse uso del hecho que A(T', u) no es otra cosa que el inverso del radio de
convergencia de la serie de Green asociada a p.

Ejemplo 4.1.4. Para caminatas perezosas se cumple la relacién
AT, 70 + (L =7m)p) =7+ (1 = 7)AT, w). (4.4)

Esta igualdad se deduce inmediatamente de (4.1), pero puede ser obtenida también sobre la base de los argu-
mentos dados en el ejemplo 1.2.3. Senalemos que, en general, la funcién p — (T, ) verifica la desigualdad
de convexidad

AT, 70+ (1 =7)p1) < 7ML, po) + (1= 7)AT, ). (4.5)
En efecto, debido a (4.4) podemos suponer que po(e) y u1(e) son ambos positivos. La expresion a izquierda
n (4.5) coincide entonces con

/n

n 1/n
1 1 i x(1 *(n—1
Tim (70 + (1= 7)™ () = Tim. <Z 71— )" g ey ><e>> :
i=0
Dado £ > 0 escojamos N € N de modo que, para todo n > N,
o™ (€) < (MT,p0) +2/2)" < (AT o) +6)" vy pi™(e) < (AT, ) +/2)" < (AT, o) +2)".
La expresién » " 7%(1 — T)"_ius(i)(e)ui(n%) (e) queda entonces mayorada por

S =) AT, o) + €)' (AT, o) +)" '+
=0
+ Z (=1 (@i e) = (T o) +2) (AT o) +)" | +

£ 30 A= [ @ (e) = (M o) €)' (AT o) + )" ]
i=n—N

El primer término corresponde a (TA(L, po) 4+ (1 — 7)A(T, p1) + ¢) " Por lo tanto, si probamos que, para n
suficientemente grande, cada término en las dos sumas restantes es negativo, entonces (4.5) resultard al hacer
tender € hacia cero. Siendo ambos términos andlogos, consideraremos solo el primero. Sea C el valor minimo
de (AT, o) + s)i/us(z) (e), coni € {0,1,...,N}. Sin > 2N entonces, como ¢ < N, tenemos n —i > N, por
lo que

e (A(F7u1)+e/2)“
ACo) +o) "~ AT ) +e
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Siendo la ultima expresion menor o igual a C para n suficientemente grande, se deduce que

1" ) ) + o)
AC.u)+)" " T e

)

lo cual permite concluir.

Ejemplo 4.1.5. Consideremos la medida estandar en el grupo libre a k generadores L. Sobre la base de
los argumentos dados en el ejemplo 1.2.4, es facil justificar que la serie G(e, e/x) converge si y solamente si
el valor de la expresion k2 — (2k — 1)a? es positivo, es decir si y sélo si

k2
2
So%—1

Como A(Lg, ) es el inverso del radio de convergencia de G(e, e/z), concluimos que

2k -1

De lo anterior se desprende que AM(Z, ) =1y ALk, p) < 1 para k > 2.

Ejemplo 4.1.6. Consideremos ahora el caso de un producto directo de un niimero finito de grupos, es decir
I'=T4 x---xT%. Sobre cada I'; fijemos una probabilidad u; y sean 71, ..., 7 nimeros reales positivos tales
que 7y + - - -+ 7 = 1. Sea u la probabilidad sobre I' definida por p = 7y + - - - + T, g, donde consideramos
w; como la imagen de la medida original por la inclusion natural de I'; en I'. Para esta medida p se tiene la
igualdad

AT, ) =AMLy, pa) + - 4 7 AMTk, )

Daremos en lo que sigue una justificacién heuristica de ella. Los detalles técnicos de su verificacién son
similares a los del ejemplo 4.1.4 y quedarén a cargo del lector.

En primer lugar, notemos que un inductivo simple (el cual dejamos a cargo del lector) permite llevar el
caso general al caso k = 2. Consideremos entonces una medida de probabilidad de la forma p = 7 u1 + o2,
donde 7; > 0 para j € {1,2} y 71 + 72 = 1. Se verifica fdcilmente que

" n i n—i (1 n—i
P = e =3 (1) rtrt o — e — ) (4.6)
=0

Podemos perturbar ligeramente p1 y pe de modo que ambas medidas otorguen masa positiva al elemento
neutro. Se tiene entonces lim, [pg.n)(e — e)]"/" = X\;(T;, ;) para j € {1,2}, lo que permite pensar que la
expresién de la derecha en la igualdad (4.6) se “asemeja” a

Z (7;) iy T M (T, 1) Ae (T2, p2)™ ™" = (AT, ) + T2 A2 (T2, p2))™,
i—0

lo que se “traduce” en el hecho que A(T', u) = lim,, o 1/p(™) (e — €) debe ser igual a

nlLH;O V(M (Tr, 1) + 72 xa(Ta, o)) = 1A (D1, 1) + 12 A2(T2, p2).

En lo que sigue estudiaremos la estabilidad de la condicién A(T', z) = 1 bajo cambios de la medida pu.
Comenzamos con una observacion elemental: si N es un subgrupo normal de I' entonces, designando también
por i a la medida inducida en I'/N, se tiene la desigualdad A(T, ) < A(T'/N, p1). En efecto, la probabilidad
de volver al elemento neutro de I' en n pasos es menor o igual que la probabilidad de caer en un elemento de
N en igual niimero de pasos... El lector atento notara la similitud entre la demostracién de la proposicién
2.2.2 y aquélla que presentamos a continuacion.

32



Proposicién 4.1.7. Sean T’ un grupo y H un subgrupo de T'. Denotemos por N = N(H) la clausura normal
de H en T'. Si para alguna medida de probabilidad ' sobre H se tiene AN(H, p') < 1, entonces se verifica la
desigualdad (estricta) AT, pn) < A(T'/N, u) para toda medida de probabilidad 1 sobre T

Demostracion. En primer lugar, por un argumento de paso al limite se prueba facilmente que se puede
reducir el caso general a aquél en que el soporte de p’ es finito. En lo que sigue trabajaremos bajo esta
suposicién. Supondremos también que u(e) > 0: si éste no es el caso, basta perturbar ligeramente p mediante
un coeficiente de pereza pequeno...

Sea k un entero positivo tal que p*(*) (9) > 0 para todo g € sop(y'). Para o > 0 definamos
po = (14 a)u*® —ay'.

Observe que para « > 0 suficientemente pequeno, p, es una verdadera medida de probabilidad sobre I": el
punto importante es que la masa de cada punto por p, es no negativa (observe que para la validez de este
argumento es esencial que los soportes de p y de p’ sean finitos). Para n € [0,1] consideremos la medida
fn = (1 —n)pa + 0y, obtenida como combinacién convexa entre po ¥ p/. Como la proyeccién de p/ en I'/N
coincide con la delta de Dirac . con masa en el elemento neutro de I", tenemos

/\(1—‘7 /177) (1 - n))‘(l—‘v Ma) + 77)‘(F7 /J‘/)
(1 - n))‘(l—‘v Moz) +n
(L =mAMI/N, pa) +1

IN AN

)‘(F/Nv (1 - 77),“04 + 775e>
= )‘(P/Nv (1 — 1) + 77MI)
= A(T/N.jiy).

Haciendo 7 = a/(1 + «) se obtiene fi, = p*®), y por lo tanto A\(I', u)* < A(T'/N, p)*. O

Como corolario obtenemos que, si A(I', u) = 1, entonces para todo subgrupo H de I' y toda medida de
probabilidad u’ sobre H se tiene A(H,p') = 1. En efecto, en caso contrario se tendria, por la proposicién

precedente,
1= AT, p) <MI/N(H), 1),

lo cual es absurdo. Podemos hablar entonces de la condicién A(T') = 1 independientemente de la medida de
probabilidad considerada. Tiene sentido asi la siguiente definicion.

Definicién 4.1.8. Un grupo (numerable) es promediable si A(T") = 1.

Por ejemplo, el grupo Z* es promediable para todo k € N (ejemplos 4.1.5 y 4.1.6), mientras que Ly, no lo
es para ningin k > 2 (ejemplo 4.1.5).

Ejemplo 4.1.9. Todo grupo finitamente generado y de crecimiento subexponencial es promediable. Para
probar esto, consideremos la medida de probabilidad simétrica y equidistribuida sobre los generadores
g1s---, gk (la cual induce la caminata aleatoria simple). Denotando por V(n) al cardinal de la bola de
centro e y radio n en el grafo de Cayley correspondiente, del hecho que existen (2k)™ caminos de largo n se
deduce que hay una familia de al menos (2k)™/V(n) de tales caminos que llegan al mismo punto de dicha
bola. Concatenando cada uno con el inverso de otro obtenemos al menos (2k)?"/V(n)? caminos distintos
de largo 2n del elemento neutro en sf mismo. Cada uno de estos caminos tiene probabilidad 1/(2k)".
Concluimos asi que

1 (2k)™\? 1
(2n) > . =
#e=0>  (Vs) = v
Como V es una funcién de crecimiento subexponencial, el valor de la expresién *Y/1/V(n)? tiende a 1 cuando
n tiende a infinito, de donde se concluye que A = 1.

La proposicién 4.1.7 establece que al cuocientar por (la clausura normal de) un grupo no promediable, la
taza de retorno al origen aumenta. La proposicién siguiente estipula en cambio que dicha taza se mantiene
intacta al cuocientar por un grupo promediable.
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Proposicién 4.1.10. Sea N un subgrupo normal de T'. Si A\(N)=1 entonces A(T', 1) = AMT'/N, u) para toda
medida de probabilidad p sobre I'.

Demostracién. Fijemos € > 0. Para n € N suficientemente grande se tiene que la probabilidad de volver
al elemento neutro de I'/N en 2n pasos es mayor o igual a [(1 — )A(I'/N, )]*". Fijemos un tal n € Ny
consideremos la medida de probabilidad u,, sobre N definida por

tn(g) = probabilidad condicional de llegar a g € N en 2n pasos para la caminata
sobre I' sabiendo que en tales 2n pasos se cae en un elemento de V.
Puesto que A(IV) = 1, para m € N suficientemente grande se tiene que la probabilidad (segun p,) de volver
al elemento neutro de N en 2m pasos es mayor o igual a (1 — £)?™. Ahora bien, la probabilidad de volver

a e en 2m - 2n pasos es mayor o igual a la probabilidad de ir de elementos de H en elementos de N en 2m
caminos de longitud 2n multiplicado por la probabilidad de ir de e a e en 2m pasos. Concluimos asi que

p(2n.2m) (e _ e) > [(1 _ E))\(F/N, M)]Zan(l _ 6)2m,
por lo que
AT, 1) = (1 £)2A(T/N, 1),
Puesto que esto es valido para todo € > 0, se concluye finalemente que A(T', u) = A(T'/N, u). O

Ejercicio 4.1.11. Pruebe que todo grupo soluble es promediable.

4.2 Funciones supra-armonicas y tasa de retorno al origen

Para t > 0, una funcién ¢ : I' — R es t-supra-armonica si P,(¢) < te. Una funcién que verifica
P,(p) =ty es dicha t-arménica. Designamos por H(p) y por S(u) a los espacios de las funciones ¢-arménicas
y t-supra-arménicas respectivamente, y por H, (1) y por S; (1) a los conos positivos correspondientes. No
es dificil verificar que si ¢ es no identicamente nula y pertenece a S;" (1) entonces ella es positiva en todo
punto.

Lema 4.2.1. Se tiene la igualdad AT, p) = min{t > 0: S;F(u) # 0}.

Demostracién. Si ¢ pertenece a S;" (1) para algin ¢ > 0 entonces

P (e — e)p(e) < Py (9)(€) < t"p(e),

de donde se obtiene

lim,, oo {/p™ (e —e) <t,
probando la desigualdad A(T', u) < ¢.

Para probar la desigualdad contraria, observe que si t > (I, u) entonces la funcién g — G(e, g/t™1) estd
bien definida y pertenece a S; (1). Fijemos una sucesion ¢;, decayendo hacia A = A(I', i) y consideremos
la sucesién de funciones ¢,, definidas por ¢,(9) = G(e,g/t;})/G(e,e/t,;}). Afirmamos que existe una
subsucesién de ella que converge puntualmente a una funcién ¢. Observe que esto completa la prueba, pues
es facil ver que ¢ debe necesariamente ser A-supra-armonica y positiva.

Para probar la existencia de una subsucesién convergente, fijemos k € N tal que p(k)(e —e) >0y sea
T = sup,eyntn < 0o. Para g € I' tenemos

PP (g — 9)enlg) < Pilen)(g) < thonlg) =t
por lo que
T T
< = .
ol < om (g—9) pW(e—e)
Como el lado derecho de esta desigualdad es independiente de n, esto prueba que para cada g podemos

escoger una subsucesién de ¢,, de modo que ¢, (g) converja. La demostracién se concluye entonces por un
argumento diagonal de Cantor. O
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Corolario 4.2.2. Un grupo I' es promediable si y sdlo si para todo t < 1 y para alguna (equivalentemente,
para toda) probabilidad ;1 sobre T' se tiene S; (1) = 0.

La convergencia de la funcién de Green para x = A=t = (T, #) ! o la existencia de funciones A-arménicas
es un asunto delicado. A manera de ejemplo presentamos el siguiente resultado, que puede ser entendido
como una generalizacién del lema 2.0.4 del capitulo 2.

Proposicién 4.2.3. La serie que define a G(e,e/x) converge para x = A\~! si y sélo si existe una funcion
A-armonica y positiva que es multipla de toda funcion A-supra-armonica y positiva.

Demostracién. Si (la serie que define) la funcién de Green G(e,e/z) converge para z = A\~! entonces la
funcién g — G(e, g/A™!) pertenece a Sy (u) sin ser arménica.

Reciprocamente, si G(e,e/z) diverge para = A~1, entonces toda ¢ € Sy (1) es A-arménica. En efecto,
la funcién no negativa ¢ = ¢ — AP (i) verifica

n

D p® (g = mAEG(R) < Y NPR@)(R) = p(h) = NFLPE () (h) < @(h).
k=0

k=0

Tomando el limite cuando n tiende al infinito obtenemos (k)G (g, h/A~1) < ¢(h), por lo que se debe tener
necesariamente ¢(h) = 0. Como esto es védlido para todo h € T, ¢ es idénticamente nula, es decir que ¢ es
A-armonica.

Fijemos una funcién A-armonica positiva ¢ y consideremos las nuevas probabilidades de transicién

plg — h)p(h)
Ap(g)

El operador de transicién asociado P induce una caminata recurrente, pues

plg — h) =

¢(h) -1
: (9)
Luego, por el lema 2.0.4, toda funcién P-supra-arménica positiva es constante. Por otro lado, se comprueba

facilmente que una funcién ¢ es A-supra-arménica respecto a la caminata original si y sélo si ¢/ es supra-
armonica respecto a P. La proposiciéon queda asi demostrada. O

4.3 Sucesiones de Fglner

Fijemos un sistema finito y simétrico G = {h;,i = 1,...,k} de generadores de un grupo I'. Una sucesidn
de Fglner es una secuencia de subconjuntos X,, de I tales que, para todo h; € G, se tiene

1 =0
oo X ’

donde h; X,, = {h;g,9 € X,,}. La siguiente es tal vez la caracterizacién mds importante de la promediabilidad.

Teorema 4.3.1. Un grupo finitamente generado es promediable si y solo si admite una sucesion de Folner.

Veamos primeramente que la existencia de una sucesiéon de Folner implica la promediabilidad. Consid-
eremos la medida de probabilidad p equidistribuida sobre los generadores: u(h;) = 1/k. Para cada n € N
consideremos un subconjunto X,, de I' tal que para todo h; € G,

| X AR X,

< 1-
| Xl

%. (4.7)
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Recordemos que, para toda funcién ¢ € ¢2(T', ) de norma 1,

AL ) = (M(T, 1), ).

En particular, para ¢, (x) = Xx,, /1/|Xn»| obtenemos

AT, 1) > Zsﬁk u(f = g)en(g)-

Observe que el valor de @i (f)u(f — g9)pr(g) esigual a 0 o a 1/(k - card(X,)). El segundo caso ocurre si y
sélosi f € X, gf 1 €Gyge X, Fijandoi € {1,...,k}, esto sucede para f y g verificando gf ! = h; en
un nimero de ocasiones igual a card(X, N h;X,). A partir de (4.7) deducimos que

B

1
card(X, Nh;Xp) >1——.

AT, )
n

Siendo esto vélido para todo n € N, concluimos que A(T', 1) = 1.
DEMOSTRACION 777

Ejemplo 4.3.2. Usando la igualdad (4.1), pruebe que si p es una medida de probabilidad sobre un grupo
libre Ly, = (g1, ..., gx) cuyo soporte estd contenido en {gF!, ... 2 O 11 entonces

2k -1
ML, p) > 2

Si el grupo tiene crecimiento subexponencial, entonces se puede escoger una sucesion de bolas que sea de
Fglner. En efecto, en caso contrario existirfa una constante 7 > 0 tal que |0B(e,n)| > 7|B(e, n)| para todo
n € N. Esto implicarfa que |B(e,n)| > (14 7)™, por lo que la tasa de crecimiento del grupo en cuestién seria
al menos 1 4 7, contrario a nuestra hipdtesis de crecimiento subexponencial.

Sin embargo, no siempre resulta sencillo encontrar sucesiones de Fglner de manera relativamente explicita
para grupos promediables. Por ejemplo, y contrariamente a lo que se podria pensar, la sucesién de (todas
las) bolas no constituye en general una sucesién de Fglner; es el caso al menos cuando el crecimiento del
grupo es exponencial. En efecto, si dicha sucesién fuese de Fglner, entonces para todo € > 0 existiria ng € N

tal que, para todo n > ny,
0B(e,n)| < |Ble,n)|(1 + k),

donde k es el cardinal del sistema de generadores fijado en el grupo. La igualdad anterior nos daria, para
todo n € N,
|B(e,n + n0)|1/(n+no) < |Be, n0)|1/(n+no)(1 + 6k)n/(nJrno)_

Pasando al limite obtendriamos que la tasa de crecimiento del grupo seria inferior o igual a 1 + k. Siendo
€ > 0 arbitrario, esto implicaria que dicha tasa es 1, contradiciendo la exponencialidad del crecimiento del
grupo.

Veamos a continuacién un ejemplo interesantisimo en que se pueden dar explicitamente las sucesiones de
Fglner y estudiar su crecimiento.

Definicién 4.3.3. Sean I' y H dos grupos cualesquiera. Considere la acciéon por traslaciones de I' sobre
@gerH dada por g(¢)(h) = p(hg™!), donde g,h € T'y ¢ : ' — H representa un elemento arbitrario de &rH.
El producto semidirecto entre I' y &r H correspondiente a esta accién es llamado el producto en corona entre
I'y H, y denotado por I'? H.

Dadas dos familias A = {g1, .. gm} cTy B={hy,...,h,} C H, denotamos por A - B la familia de
elementos de It H dada por {(g;, 6! F)i1<id,j<mil<k < n}, donde 6" € ®rH corresponde a la funcién
que asume el valor e € H en todos los puntos de I' a excepcién de g € T, donde toma el valor h. Se verifica
facilmente que si A y B generan a I' y H respectivamente, y si cada famlha contiene al elemento neutro
respectivo, entonces A 4 B genera I' H.
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Es claro que si I' y H son promediables entonces I' ¢ H también lo es. Sin embargo, se satisface una
propiedad més fina: si (A4, )y (By) son sucesiones de Fglner para I' y H respectivamente, entonces (A4,, | By,)
es una sucesion de Fglner para I' ! H. Puede probarse que, en cierto sentido, ésta es la mejor manera de
generar sucesiones de Fglner para productos en corona [11].

Ejemplo 4.3.4. Dados un grupo finitamente generado I' y uno de sus elementos g, diremos que un subcon-
junto A de T estd g-unido si para todo h € A al menos uno de los elementos gh o g~'h también pertenece
a A (tales elementos serdn dichos g-unidos a h).

Dados un grafo C y un subconjunto finito A de su conjunto de vértices, denotamos por 7(A) el valor
minimo para la expresién |y|/|A|, donde 7 designa un camino que recorre todos los vértices de A y || es su
longitud. En el caso en que C sea el grafo de Cayley C(T',G) de un grupo I' respecto a un sistema finito de
generadores G, diremos que C(T', G) satisface la 7-condicidn del vendedor ambulante VA(T) si existe g € T’
tal que todo subconjunto g-unido A de I satisface 7(A) > 7.

La 7-condicion del vendedor ambulante depende del sistema de generadores, en el sentido que cambiando G
el valor de 7 se modifica. Sin embargo, la condicion del vendedor ambulante VA consistente en el cumplimiento
simultdneo de todas las VA(7) no depende de la eleccién del sistema (finito) de generadores.

Afirmamos que si I" satisface VA entonces ' no es promediable. En efecto, en caso contrario para cada
€ > 0 podriamos escoger un subconjunto finito A. de I' de modo que card(0A.)/card(A:) < e. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que A, es conexo, de donde es facil concluir la existencia de un camino
~ recorriendo todos sus vértices tal que |y| = 2card(A4.). Por otra parte, para cada g € T no es dificil
convencerse de la existencia de una constante C' = C(g,|A.|) tal que el conjunto de puntos de A, que no
estdn g-unidos a otro punto de A. tiene cardinalidad a lo més igual a Ce|A.|. Removiendo dichos puntos
obtenemos un subconjunto g-unido A. de cardinalidad superior o igual a (1 — C¢)|A.|. Concluimos asi que
T(AL) < 2/(1—Ce). Como esto ultimo es vélido para todo € > 0, la condicién VA(7) no puede ser satisfecha
para ningtin 7 > 2.

4.4 Cocrecimiento

Todo grupo finitamente generado I' dotado de un sistema de generadores G = {g1,...,gxr} puede ser
presentado como el cuociente entre el grupo libre Ly = {(g1,...,gk) y un subgrupo normal N (posiblemente
trivial). Sin duda que el caso realmente interesante es aquél en que k > 2. Para este caso pretendemos
relacionar NV con I' de manera mas precisa. Probaremos un interesante resultado, obtenido por Grigorchuk
en [15], que caracteriza la promediabilidad de T" en términos del “cocrecimiento” de N, es decir del crecimiento
de N relativo al grupo ambiente. Mencionemos que una prueba moderna de este resultado junto con algunas
generalizaciones aparacen en [26].

Para cada n € N denotemos por N,, al conjunto de los elementos de N que se escriben como palabras
reducidas en glil, . ,g,fl de longitud igual a n. El cocrecimiento de I' es definido por

anN = aN(gla-' 7919) :mn—wo n\/ |Nn|

El limite superior anterior no siempre es un limite genuino, pues puede darse el caso que N contenga sélo
elementos representados por palabras de longitud par. Veremos sin embargo que éste es esencialmente el
tnico problema que puede presentarse.

Afirmacién (i). Si N es no trivial entonces ay > 2k — 1.

Prueba. Sea V una palabra reducida no vacia representando un elemento no trivial de N. Al menos 2k — 2
palabras de la forma gVyg; °, i € {1,...,m}, ¢ € {—1,1}, son reducidas. Ellas representan elementos de
N, pues N es normal en I'. Si V; es una de estas palabras, al menos 2k — 1 palabras de la forma g5 Vig; °,
i€ {l,...,m}, e € {—1,1}, son reducidas. En efecto, si V1 = ¢g5Vg; © entonces basta considerar gj-lVlgj_a/
para j # i o ¢’ # ¢. Continuando inductivamente vemos que para todo n € N, el subgrupo N contiene al
menos (2k — 2)(2k — 1)"~1 elementos representados por palabras reducidas de longitud long(V) + 2n. Esto
implica que

€

ay > lim M2/ (2k — 2)(2k — 1)1 = 2k — 1.

n—oo
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Observacién 4.4.1. M4ds adelante probaremos que (si N es no trivial) en realidad se cumple la desigualdad
estricta an > v/2k — 1 (vea la observacién 4.4.7).

Afirmacién (ii). Si N es no trivial entonces, para todo m,n en N,

|Nm| : |Nn| < |Nm+n+2|' (48)

Prueba. Si N,, o N,, es vacio entonces la afirmacién es evidente. Supongamos que dichos conjuntos sean
ambos no vacios y fijemos U € N,,, y V € N,,,. Es fécil verificar la existencia de al menos un generador g; y
de € € {—1,1} tales que giUg; °V es una palabra reducida de longitud m +n+ 2. Como N es normal en T,
esta palabra representa a un elemento de N,,4,42. Podemos construir asi una aplicacién inyectiva

Nm X Nn — Nm+n+2;
de donde se concluye directamente (4.8).

Afirmacién (iii). Supongamos que N sea no trivial.

(i) Si N posee algin elemento de longitud impar entonces
ay = lim [N, Y/
n—oo

(ii) En general, siempre se tiene

ay = lim |N2n|1/2".
n—oo

Prueba. Se deduce casi inmediatamente de (4.8) y del lema 4.1.1.

Afirmacién (iv). Para todo n € N se tiene

IN,| < a2, (4.9)
Prueba. Por contradiccién, supongamos que existan € > 0 y n € N tales que
[Nn| > (ak +€)ay.
En tal caso para ng = 2Fn + (2F 4 2F=1 4 ... 4 2) tenemos, gracias a (4.8),
INoil = [Napgo| > (afy +e)ak,

k k
[Nol = [Nong 12 > (o + ) (an)® ™,
y por lo tanto
1/[2%n4-(2F 4251 ... 42)]
[Na |/ > (0 +2) (aw)? ™

Observe que, cuando k tiende al infinito,

ok ok 1
—

2Fn+ (2F +2F 1 +...12) 2Fp 4 2ktl —2 n+2’

por lo que
limsup | Ny, [Y™ > (o, + &)Y " (an)/ "+ > ay,

n—oo

lo cual contradice la definicién de ay.

Ejercicio 4.4.2. Pruebe que si N® c N® < . es una sucesién creciente de subgrupos normales de Ly y
N = UnZlN("), entonces

lim aym) = sup{aym),n € N} = an.

n—00

Dé un ejemplo mostrando que un enunciado andlogo no es valido para sucesiones decrecientes de subgrupos normales.
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Designemos por p;'; la probabilidad de ir en n pasos desde un elemento a distancia ¢ de e hasta un
elemento a distacia j de e (respecto a la caminata aleatoria simple en Lg). Por ejemplo, si i # 0 entonces

1 2k —1 1 1
Piit1 = ok =p y Pii—1= % =0

Los distintos valores p;’; satisfacen las siguientes relaciones de recurrencia:

. 1 1 .

() pit; = ppi ;-1 +opi ;5 para > 1,

. -1 -1

(i) piy =pilo + opia

cee —1

(iii) Pro = szl .

A partir de estas igualdades pueden obtenerse expresiones explicitas para los valores de p}' ;- Dejamos al

lector la tarea de verificar por inducciéon en n que si 7 > 1 entonces

n nf [0\ n of m p—0
bij = (vpo) ( —) (n-i—i—j) + = (n-l—i-‘rj) -
—H5= AN po

3(n—i+j)

p

() (ashia) |- @0

t=1
mientras que
Bl (n pme ' ey
p’-’,o:(\/pg)"( —) < +->— (—) < +.+2t> : (4.11)
’ P o po = \p/ \"HF=

Remarquemos que en las igualdades anteriores, una expresién del tipo (mn/Q) debe ser considerada nula
cuando m es impar.

Lema 4.4.3. Sia > 1 entonces para b(n,j) = aj(&) se tiene
2

L 1/n 1
lim,, 00 [Oriljaécn b(n,])] =a+ o

Demostracion. Puesto que
b(n7.7+2)_ 2( n_j )
b(n, j) ntj+2/

se tiene

a? -1
b i+ 2) > b(n. j ..<( )_17
(n.3+2) > bnj) st j<n(F

a? -1
a?+1

b(n.j+2) <b(n.j) si j=n(H—)+1,

Sean 3 = Zz—jri, ~ = [Bn]. De lo anterior se concluye que

Orgjaéxn b(n, j) - 'yflrg’ig’wrl b(n, ])'

A partir de esto, y usando la aproximacién de Stirling, se comprueba facilmente que

L . 1/n . P n 1/n
limy, oo [Ogljagnb(naj)] = limpoo [a <[<1+25>n]>}

1/n
aﬁn( ) )(1+2B)n( 2 )(lfzﬁ)n /
1+ 5 1-3

1
= a+-. O
a
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Proposicién 4.4.4. Si p es es la proyeccion sobre T' = L /N de la medida simétrica y equidistribuida sobre
los generadores de Ly, entonces se tiene la igualdad

R an J 1/
AT, p) = limy, 00 [Ogljaé’(n (m) pod‘] .

Demostracion. Tenemos la igualdad

p( )(e—>e):p070+zp0)jm.
j=1

Si definimos

An = Max{ pj o, max pn¢
" 0071 <j<n "0 2k (2K — 1)i-1 7

entonces
. . 1/n
AT, ) = Ty oo [p™) (e — €)] " = Ty so A" pALf + % ;p&j%
Observe que la expresién entre corchetes estd acotada entre 1 y n + 1, por lo que
AT, 1) = Timy oo AL/ (4.12)

Por otra parte, si |N;| # 0 entonces la desigualdad (4.9) implica que ¢;oy < |N;| < ooy, mientras que
(2k — 1) < 2k(2k — 1)~ < 2(2k — 1)7.

De ello se concluye que

J 1/n
1/n _ ~1/n |: n AN :|
A" = O e P01y )
donde C), es un real positivo perteneciente a cierto intervalo compacto independiente de n. Tomando el
limite superior y utilizando (4.12) obtenemos la igualdad deseada. O

Teorema 4.4.5. Con las notaciones anteriores,

\/21{—1( an +\/2k—1>
2k V2k —1 an '

AT, ) = (4.13)

Demostracién. Para j > 0 la igualdad (4.10) implica que

sy = (1) | () + 8() 2 () ()
= 0 (3) () ) = ()5 () "

p o/ p

Por otra parte, (nifiz) < (n_ﬁﬂ) Siendo ¢ < p obtenemos
2 2

%(g)‘( n > ( n >nTZJ o\t _of n 1 n—j
g | < ; gy <« & ) .

ntj+2t | = \ ntj ( ) = (n_ﬂ> _e ; )
=1 P 2 2 +1 =1 P P2 1 P n+j+2
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por lo que

lo cual implica
NI [ n 2
mo> (oo) L2 ) 4.15

Para j = 0 tenemos (vea la igualdad (4.11))

o= | () =5 2 () ()

obteniéndose esta vez

Wi (1) 2 #ho = 570" () (4.10)

a::( B) AN _ N o
0/2k—1 ok—1~"

y debido a (4.14), (4.15) y (4.16), la proposicién precedente implica que

Haciendo

A0 = T [ e (70" (1 [2) (o) (525)'] R g (/72" )| "

0<j<n 0<j<n

Finalmente, el lema 4.4.3 nos da

M( an \/W) -

1
MRM—¢@@+E)— - o R

Corolario 4.4.6. El grupo T’ = Ly /N es promediable si y sdlo si el cocrecimiento de N es maximal, es decir
sty solo st ay =2k — 1.

En efecto, T' es promediable si y s6lo si A(T', 1) = 1, y utilizando la igualdad (4.13) se verifica facilmente
que esto se cumple sélo para ay =1 6 ay = 2k —1. El primero de estos casos debe sin embargo ser excluido,
pues sabemos a priori que ay > v/2k — 1.

Observacién 4.4.7. Si N es (normal en Lj y) no trivial entonces ay > 2k — 1. En efecto, en caso
contrario la igualdad (4.4.5) nos da

2k -1
k2

Afirmamos sin embargo que esto es imposible. En efecto, si g = g;! - -- gfp

)‘(1—‘7 1) =

es un elemento no trivial de NV
escrito en forma reducida, entonces es facil verificar que existen 4, j en {1,...,k} y ,&’ en {—1, 1} tales que
9 # gi_lalv gf/ # gi—1€1, 9;5 # g;apv 9;6, # gi_pgp y 9 # 9;6,. Estas relaciones implican que hi = gSgg; © y
ho = gf/ 99; < generan un grupo libre, el cual estd evidentemente contenido en N. Gracias a la proposicién

4.1.7 obtenemos
2k —1 2k —1
S = A ) = MLa/N ) > ML) =\ =

lo cual es absurdo.
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Finalizamos esta seccién con un interesante criterio de recurrencia relacionado con lo anterior: la caminata
simple es recurrente en un grupo I' = Ly /N si y sélo si se verifica

Z |Nn| —
= 2k —1)"

Para probar esto verificaremos la igualdad

1 2% -1 N,
(n) - = Il 4.1
n>0 jz1

de la cual se desprende inmediatamente lo afirmado.
Comencemos observando que

p (e_>e)_p070+;p0,]2k(2k_1)j,17

igualdad de la cual se concluye que

2% — 1 N,
(n) . n J n
E p™(e—e)= E Poo t o7 2. k= 1) ng Po. ;- (4.18)

n=0 n=0 27

Observe ahora que, por (4.11),

St = 3 | ()2t () ()

n>0 n>0 P t=1 2
n p—0 o\?
= Z(\/p@)"<ﬁ) -— (—) (\/pg)"(n+2t>
n>0 2 pe t>1 p n>2t

Asi, utilizando la identidad (1.8) obtenemos

Zpoo—— _QZ( ) (p)t:L_i . (%)Qtzé. (4.19)

n>0 0 t>1 p=o PO
Por otra parte, >, % > n>; Do es igual a
|N]| . 0 —j n 0 n 2(71"1‘.7)
S (f8) X () + 5 () -2t X (5) (g ) |
i>1 p n>j N 2 Pozi\2 n>j
es decir a
|V (\/ﬁ)j 1 > n p—o 0\! n
S o (VE) 2w (wn ) - 20 (8) Y (o) (meea ) | =
i>1 (2k —1)7 9 Prs; 2 Pe =197 ot 2

“Smen (/) [mrals) - R TR0

Una vez mds, la identidad (1.8) permite reducir la expresién anterior, obteniéndose asi la igualdad

N; N;
JZ _ Nl ' ZOJ_ Z (Qk':_'l)j. (4.20)

De (4.18), (4.19) y (4.20) se concluye inmediatamente (4.17).

pP=0;

Ejercicio 4.4.8. Usando el criterio precedente, demuestre nuevamente la recurrencia y la transiencia para la caminata
simple sobre Z? y sobre Z3 respectivamente (sugerencia: use la técnica del ejemplo 1.2.4 y vea el ejercicio 1.2.5).
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Capitulo 5

Teoremas ergodicos para acciones de
grupos

Comencemos recordando el teorema ergédico de Birkhoff.
Teorema. Sea T : (X, p) una transformacidn ergddica de un espacio de probabilidad en si mismo. Si
©: X — R es una funcion de L*(X, ), entonces para casi todo x € X se tiene la convergencia

N-1

Nliinoo% > (T (@) = /X dp.

n=0

En otras palabras, para toda transformacién ergédica, la sucesion de medias temporales converge en casi
todo punto a la media espacial. Senalemos que consideramos la nocion clésica de ergodicidad: un subconjunto
A de X es T-invariante si T~1(A) = A, y T es ergddica si todo subconjunto boreleano e invariante es de
medida nula o total.

Consideremos ahora un grupo I' que actia sobre un espacio de probabilidad X y que preserva la medida
de probabilidad p. En tal caso, se dice que un subconjunto A de X es I'-invariante si g(A) = A para todo
g €T', y la accidén es ergddica si todo subconjunto boreleano e invariante es de medida nula o total.

Una manera interesante de caracterizar la ergodicidad es dada por la siguiente proposicion.

Proposicién 5.0.9. La accién de T' es ergddica si y sdlo si toda funcion de LP(X, u) invariante por T' es
constante.

Demostracion. O

Fijemos p € [1,00]. Un promedio sobre £P(X, i) es un funcional lineal m : LP(X, 1) — R que verifica las
siguientes condiciones:

(a) si ¢ > 0 entonces m(p) > 0;

(b) m(1) = 1;

El espacio de los promedios es convexo y dotado de la topologia débil estrella es compacto. Si I' actia
mediblemente sobre X entonces decimos que un promedio m es I-invariante si m(gy) = m(yp) para todo

g €T ytoda ¢ € LP(X, ). Por ejemplo, si I' actiia preservando p entonces para todo p € [1, 00] tenemos la
T'-invariancia del funcional que consiste a “integrar respecto a u” y que es dado por

wH/XsD(:v)du(:v)-
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Proposicién 5.0.10. La accidn de T' es ergddica si y sdlo si para algin (equivalentemente, para todo)
p € [1,00][, la dnica media invariante sobre LP(X, 1) es la integracion respecto a p.

Demostracién. Sip € [1, 00 entonces, por el teorema de Radon-Nykodim, el funcional m estd determinado
por una tnica funcién v, € £4(X,p), donde 1/p+ 1/q = 1, de manera que m(p) = [y p¥mdp. Ademas,
m es [-invariante si y solamente la funcién ., lo es. Si la accién es ergédica entonces, por la proposicién
5.0.9, la funcién v, es constante, y por la propiedad (b) dicha constante es igual a 1. El funcional m es por
lo tanto la integracién respeto a p. La demostracién de la afirmacién reciproca es andloga. 0
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Capitulo 6

Caminatas equivariantes y orificio
espectral

6.1 Una propiedad cohomolégica

Los valores u(g — h) pueden ser vistos como las entradas de una “matriz infinita” actuando en R'. De
manera mas formal, consideramos el operador lineal M = M (T, ) : £2(T) — ¢%(T") dado por

M ((zg)ger) = (Z (g — h)ffh> .
ger

hel

Observe en particular que, para n € N, el operador M™ = (M (T', 1)) coincide con M (T, *(™)), donde
1™ es la n-ésima convolucién de p consigo misma.

6.2 Ergodicidad fuerte y teoremas ergdédicos optimales

En lo que sigue suponemos que I' actiia sobre (X, i) preservando la medida de probabilidad.

Definicién 6.2.1. La accién de T' es fuertemente ergddica si la tinica media invariante sobre £°°(X, u) es
la integracion respecto a p.

Para cada subconjunto medible C' de X definimos el funcional m¢ sobre £2°(X, i) por

1
mo(e) = /C o (@)du(z).

Es facil verificar que cada m¢ es un promedio.

Supongamos ahora que existe una sucesién de subconjuntos medibles C,, C X tales que u(C,) — 0y
w(CnAg(Cy))/u(Cyr) — 0 para todo g € T'. Pasando a una subsucesién si es necesario, podemos suponer que
(my,) = (mc,) converge en la topologia débil estrella a un promedio m y que u(Cy,) < 1/2™ para toto n € N.
Afirmamos en tal caso que m es I'-invariante y diferente de la integracién respecto a u. Para demostrar la
invariancia, denotemos por h,, a la funcién X¢, /u(C,,). Para todo g € T se tiene

H(CHAQ(Cn)) _

hpnog—hyl1 =
| g 1 1(Cr)
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Lo anterior implica que para toda funcién ¢ € £°(X, ) y para todo g € T,

Im(gp) —m(p)| = lim I/ (hnog—hn)edul < ¢l lim [|hn 0 g — hyll1 = 0.
X n—oo

n—oo

Para verificar que m no es la integracion respecto a p notemos simplemente que si C' = UC,, entonces
w(C) < 3,=11/2™ = 1. Luego, para ¢ = X¢ se tiene [y pdp = p(C) < 1. Por otro lado, my(¢) = 1 para
todo n, por lo que m(yp) = 1.

Dada una medida de probabilidad v esta vez definida sobre I' definimos el operador 7(v) sobre £2(X, 1)
por < m(v)e1, 2 >= [r. < glp1), 2 > du(g).

Proposicién 6.2.2. Si la accion de T' es estrictamente ergddica entonces la norma del operador w(v) es
inferior a 1.

Demostracién. SiT posee la propiedad (T) de Kazhdan entonces toda accién ergddica de I es estrictamente
ergodica.
6.3 Consecuencias de la desigualdad ||7(v)|| < 1

Veremos a continuacién que bajo la hipétesis ||w(v)|] < 1 puede darse una versién cuantitativa muy
interesante del teorema ergddico de Kakutani. El siguiente resultado es debido a Furman y Shalom.

Teorema 6.3.1. Supongamos que el soporte de v engendra T’ y que ||m(v)|| < 1. entonces para toda ¢ €
L(X, 1) y toda sucesion (an) tal que Y a? < oo se tiene

nllrrgoan/ 1> 98 @) =o.
X =1

En particular, para toda ¢ € £1(X, i) se tiene
R log' t¢(n)
LIS e~ [ el =0 (FEZ),
A3t [ ol =o (M2

Notemos para comenzar que la segunda parte del teorema se deduce de la primera al considerar ¢ — f PAS

LEX, 1)y a, = 1/1/nlog""?(n). Sefialemos también que bajo las mismas hipétesis puede darse una versién
puntual del teorema ergddico.
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Capitulo 7

Borde de Poisson-Furstenberg

7.1 Definiciones y ejemplos

Un I'-espacio es un espacio topolégico €2 provisto de una accién de I' por homeomorfismos, de modo que
existe un homomorfismo de I' en Homeo(2). Si p es una probabilidad sobre I' y v una probabilidad sobre
(los boreleanos de) €, y si las distriduciones correspondientes son independientes, entonces la distribucién
asociada a una variable aleatoria ¢g(£) es dada por la convolucién p * v entre o y v definida por

/Q P(€)d(j1 % v)(€) = / / (g€ do(€)dulg)

para toda funcién continua y acotada ¢ : £ — R. Observe que para cada g € I' la medida d, * v coincide
con la imagen g(v) de v por g. La definicién precedente de convolucién de medidas generaliza aquélla dada
en la seccién 1.1: el grupo I' puede ser visto como un I'-espacio (el homeomorfismo del espacio topolégico
discreto I inducido por cada ¢ es dado por la traslacién a izquierda h +— gh).

Es natural intentar considerar el espacio I' U 2 como un nuevo I'-espacio, lo que hace necesario fijar una
topologia en él. Supongamos que ) viene provisto de una medida de probabilidad v. Una topologia natural
en I' U Q es la mas pequena para la cual las inclusiones respectivas de I' y ) son incrustaciones y para la
cual se tiene ademds la continuidad de la aplicacién de ' U Q2 en Prob(I" U 2) dada por

g g(v) y § ¢

Dicha topologia sera llamada candnica.

Una medida v en 2 es dicha estacionaria si se verifica la igualdad p* v = v. Una aplicaciéon T entre dos
T-espacios 2y y Q9 es equivariante si para todo g € I' y todo £ € € se verifica

T(g¢) = g(T(€)).

Si py v son medidas de probabilidad sobre T y 1 respectivamente, entonces T'(u * v) = p* T (v) para toda
aplicacién equivariante T : Oy — Q9. En particular, si v es estacionaria, entonces T'(v) también lo es.

Definicién 7.1.1. Dado un T-espacio 2, un p-proceso es un par de sucesiones (&,) y (h,) de variables
aleatorias a valores en ) y I' respectivamente satisfaciendo:

(i) & es una funcién de hg, hgt1, - -,

(ii) todas las variables & poseen la misma distribucién,
(iil) hy es independiente de Eit1, Ekr2y - - -

(iv) hi(&r) = kv

47



Denotamos por v la distribucién de la variable ;. Observe que las propiedades (ii) y (iv) implican que
v es una medida p-estacionaria.

Definicién 7.1.2. Un borde de (T, 1) es un I'-espacio 2 dotado de una medida de probabilidad p-estacionaria
v asociada a un p-proceso en ).

Intuitivamente, queremos pensar en la variable &, como siendo igual al “producto infinito” hghg4q---.
La proposicién siguiente muestra las definiciones anteriores se adectian a esta intuicién.

Proposicién 7.1.3. Si Q es un borde de (I', i), entonces para casi todo camino aleatorio (hy,ha,...) € TN
el producto hy - - - hy, converge hacia un punto de S respecto a la topologia candnica en T'U €.

Demostracion. De acuerdo a la definicién de la topologia canénica en I'US2, lo natural es intentar verificar

que para casi todo camino se tiene
h1h2 s hn(v) — 551.

Para ello debemos verificar que para toda funcién continua y acotada ¢ : Q — R se tiene

lim [ @(§)d(hy - - hn(0))(§) = #(&1),

es decir
P (1 hn(€))dv(§) = p(&1)-
Ahora bien, como & = hy -+ hp(§n41) ¥ &nt1 es independiente de hq,. .., Ay, se tiene que
E(g@(ﬁlﬂhl, ey hn) = E((p(hl s hn(€n+l))‘hlu ey hn) = ‘/Q (p(hl tee hn(g))d/’l}(f)
Finalmente, como &; es una funcién de hy, hs, ..., el valor de E(¢(&1)|h1, ha, ..., hy) converge a ¢(&1) (como
consecuencia del teorema de convergencia para martingales). O

Ejercicio 7.1.4. Reciprocamente a la proposiciéon precedente, pruebe que si 2 es un I'-espacio provisto de una
medida estacionaria v, y si con probabilidad 1 la sucesién de medidas hi ---hyn(v) converge a una delta de Dirac
(con masa en algin punto de ), entonces existe un p-proceso en 2 con distribucién v (sugerencia: defina &; por
limp oo b1 -+ - hn (V) = d¢, ).

Un borde (€',v") de (T, u) es la imagen equivariante de otro borde (€, v) si existe una aplicacién equiv-
ariante T : Q — ' tal que T'(v) = v'.

Definicién 7.1.5. El borde de Poisson-Furstenberg P(T", 1) de un grupo provisto de una medida de proba-
bilidad p es un (T, ) borde maximal de (T, 1), en el sentido de que cualquier borde de (T', i) es la imagen
equivariante de P(T, u).

La existencia y unicidad (funtorial) del borde Poisson son resultados técnicamente dificiles de establecer.
Para ellos recomendamos la lectura de [13] y [3].

Antes de cerrar nuestra introduccién a la teoria de borde de Poisson debemos discutir su relacién con las
funciones arménicas. El punto de partida viene dado por la siguiente observacion: si (2,v) es un borde de
(T, 1), entonces para toda funcién medible y acotada 1 : Q@ — R, la funcién ¢ : I' — R definida por

olg) = /Q B(g€) dv(€)

es p-armoénica. En efecto, se tiene la igualdad

og) = /Q B(g€) d(p * v)(€)
/Q /F P(ghe) dyu(h) dv(€)

(] wtane) o) autr

/ o(gh) du(h).
I
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La observacién anterior admite una reciproca: si ¢ : I' — R es una funcién p-arménica y acotada, entonces
existe una funcién medible y acotada ¢ : 2 — R tal que para todo g € I" se tiene

o(g) = / (g) du(€).

Ademas, la funcién ¢ estd inicamente determinada mdédulo conjuntos de medida nula.

Veremos a continuacién una aplicacién muy interesante de la caracterizacion del borde de Poisson en
términos de funciones armonicas.

Definicién 7.1.6. Sea p una medida de probabilidad sobre un grupo I'. Un subconjunto A de I es recurrente
(respecto a ) si la probabilidad de pasar infinitas veces por puntos de A es igual a 1 respecto a la caminata
inducida por p (partiendo desde cualquier punto de I'). En el caso en que A sea un subgrupo nos referiremos
a él como a un subgrupo recurrente.

Esta definicién generaliza la nocién de recurrencia considerada en el capitulo 1: un grupo I' es recurrente
respecto a una probabilidad p si el elemento neutro es un subconjunto (o subgrupo) recurrente de T

Si H es un subgrupo de indice finito de I', entonces es facil ver que H es necesariamente recurrente. Un
ejemplo mds interesante de subgrupo recurrente es el grupo de los conmutadores L/, de Lo: si p es la medida
estdndar sobre Lo entonces L) es p-recurrente en Lo: la caminata inducida en el cuociente Lo/L} no es
otra cosa que la caminata estdndar sobre Z2. Es bien sabido que L} es isomorfo a L., (el grupo libre con
infinitos generadores; vea [24]). La proposicién siguiente muestra en particular que existe una medida de
probabilidad y' sobre Lo, para la cual el borde de Poisson asociado P(Luo, it') es isomorfo a P(La, ).

Proposicién 7.1.7. Si H es un subgrupo recurrente de un grupo I' (respecto a una probabilidad 1), entonces
existe una probabilidad ' sobre H tal que los bordes de Poisson P(H,p') y P(T, u) son isomorfos.

Antes de pasar a la prueba de la proposicién, demos la idea heuristica de ella. En el espacio de trayectorias
consideramos aquéllas que, saliendo desde el elemento neutro, pasan infinitas veces por H. Como H es
un subgrupo recurrente, hemos descartado s6lo un conjunto de medida nula de caminos. Cada trayectoria
restante puede ser vista como una secuencia de elementos de I' conteniendo infinitos elementos de H. Resulta
natural entonces definir '(g) como siendo la probabilidad (condicional) de que, al caer por primera en un
elemento de H, dicho elemento sea igual a g € H.

La verificacién directa de la equivalencia entre P(H, p') y P(T', 1) utiliza una versiéon general de la llamada
“propiedad de Markov fuerte” para caminatas aleatorias. La descripcion del borde de Poisson en términos
de funciones armoénicas acotadas permite soslayar esta dificultad.

Sea ¢ : I' — R una funcién acotada y arménica (respecto a u). Si g pertence al subgrupo recurrente H

entonces
= "p(gh)u(h) =" wlgh) u(h) + > (gh) u(h)

her heH h¢H

Aplicando nuevamente la armonicidad de ¢ obtenemos

0(9) =D wlgh) (u(h) + p2(h)) + D D @(ghl!) pu(h) u(h'),

heH h¢H h'el’

= > > p(h) p(hh) < p®(n).

hihi=h hi¢H

donde

Prosiguiendo con esta reduccién, y teniendo en cuenta que H es un subgrupo recurrente de I', en el limite
obtenemos una igualdad de la forma

0(g) = @lgh) (u(h) + pa(h) + pa(h) + ...

heH

49



Debiese ser claro para el lector el hecho que la expresién entre paréntesis p(h) + pz2(h) + ... no es otra cosa
que la probabilidad condicional p/(h). De esta forma, la restriccién de ¢ a H es una funcién (acotada y)
armoénica (respecto a u').

Reciprocamente, 777

Ejercicio 7.1.8. Utilizando la descripcién del borde de Poisson en témrinos de funciones arménicas acotadas, pruebe
que el borde de Poisson asociado a una caminata perezosa coincide con el borde correspondiente a la caminata original.

7.2 Trivialidad del borde de Poisson y promediabilidad

El primer objetivo de esta seccién es dar la demostracién del siguiente teorema debido a Furstenberg.

Teorema 7.2.1. Si un grupo admite una medida de probabilidad para la cual el borde de Poisson asociado
no es trivial, entonces dicho grupo no es promediable.

Comenzamos con el siguiente lema.

Lema 7.2.2. Dada una medida de probabilidad p sobre un grupo I', el borde de Poisson asociado es no
trivial si y solo si para todo g € sop(u) y casi toda trayectoria w se cumple

*(n—1)(,—1
lim H (9~ wn)

=1 7.1

Demostracién. Para todo g € T se tiene evidentemente

M*(n_l) (g_lwn)

P(Cylnl) = u(g) )

Cuando n tiende al infinito, IP’(C%MLL) converge a P(Cy|n). Si P(I, p) es trivial entonces 7 es la particién
trivial, por lo que P(Cj|n) = P(C,) = u(g). Concluimos que, en el caso de trivialidad de P(T, 1), se cumple

*(n—1)(,—1
. H g Wn
lim_p(g)2 19 n)

= pg),

lo cual implica (7.1) cuando u(g) > 0.

Reciprocamente, si la igualdad (7.1) es satisfecha entonces se verifica facilmente por induccién que para
casi toda trayectoria w, todo k € N y todo g € sop(,u*(k)) se tiene

*(n—k)(,—1
lim I (9~ wn)

=1.

Esto quiere decir que todos los cilindros finitos C* son independientes de la o-algebra de las colas 1. La ley
0-1 de Kolmogorov permite concluir entonces que P(T, 1) es trivial. O

Recuerde que un grupo es promediable si y sélo si admite una media invariante finitamente aditiva.
Debido a esto, el teorema 7.2.1 es una consecuencia directa de la proposicién siguiente.

Proposicién 7.2.3. El borde de Poisson P(T, ) es trivial si y solo si p*™ converge débilmente (o fuerte-
mente) a una media invariante finitamente aditiva sobre T".
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Demostracién. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que u(e) > 0 (vea el ejercicio 7.1.8). Afir-
mamos en primer lugar que si P(T, i) es trivial entonces p*(™) converge fertemente a una media invariante
finitamente aditiva. En efecto, puesto que e € sop(u), por el teorema 7.2.1 tenemos, para todo g € sop(p) y
casi toda sucesion aleatoria w,

*(n—1)(,—1 *(n—1)(,—1 *(n)(,—1
lim P 9" wn) _ K " wn) _ o K9 wn)

=1.
n—oo M*(") (wn) n— o0 /1,*("_1) (wn) n— o0 M*(") (wn)

Esto quiere decir que, para g € sop(u) y todo € > 0, cuando n tiende al infinito se tiene la convergencia

*(n)(,—1
n p" (g~ h)

Como sop(p) genera T', lo anterior equivale a que p*(™ converge a una media invariante en T'.

Probaremos ahora que si g*(™) converge débilmente a una media invariante finitamente aditiva, entonces
toda funcién p-arménica acotada ¢ es constante (lo cual implica la trivialidad de P(T, ). Para ello observe
que para todo g € I' y todo n € N se tiene

0(g) —ple) =Y _ ™ (g h)e(h) = > M (h)p(h) = (1™ (g h) — 1™ (h)) p(h). (7:2)

hel hel hel

Puesto que p*(™(g='h) — p*(")(h) tiende a 0 para cada h € T' y puesto que ¢ es acotada, se concluye
directamente que el lado derecho de la igualdad (7.2) converge a 0 cuando n tiende al infinito. Concluimos
asi que p(g) = ¢(e) para todo g € T', es decir que ¢ es constante. O

La reciproca del teorema 7.2.1 no siempre es vdlida (vea los ejemplos 7.2.7 y 7.2.6 presentados més
adelante). Sin embargo, ella lo es para ciertas clases de grupos promediables muy especiales.

Ejemplo 7.2.4. Si I' es abeliano entonces todo borde de Poisson asociado a I' es trivial, de acuerdo a un
resultado debido a G. Choquet y J. Deny [5]. Para probar dicho teorema demostraremos que si I' es un grupo
abeliano y p una medida de probabilidad cuyo soporte engendra a I', entonces toda funcién p-armonica y
acotada ¢ verifica p(gh) = ¢(h) para todo h € T': como tales elementos g € sop(u) generan I, esto implica
que ¢ es constante.

Definamos la funcién ¢ : I' — R por ¢(h) = ¢(h) — ¢(gh). Afirmamos que v también es p-arménica. En
efecto,

Y p(h) =@ ph) = @lghf)u(f) = e(h) — @(gh) = b(h).

fer

Denotemos a = supy,cp ¥(h), y tomemos una sucesién (hy,) de elementos de IT' tal que ¢ (hy,) converja a c.
Pasando a una subsucesién si es necesario, podemos suponer que la sucesiéon de funciones v, definida por
Yn(h) = P (hyh) converge uniformemente sobre los conjuntos finitos a una funcién 1, (usamos el hecho que
¢ es acotada). Observe que ¥o(h) < a para todo h € T'. Ademds, el teorema de convergencia dominada
nos permite afirmar que

@ = () = [ b P(1) = 3 0 (il ),
r fer
todo lo cual implica que ¥ es constante e igual a a.
Fijemos ahora p € N. Dado ¢ > 0, existe N tal que ¢¥x(g¥) > a — ¢ para todo k € {0,...,p— 1}, es decir
a—e <y(hng") = p(hng") — p(ghng").
Como I' es abeliano, lo anterior nos da
k1)

o(hng") — p(hng"™) > a —e,

lo que permite obtener mediante un argumento de suma telescépica

2sup [W(h)| > |e(hn) — e(hng®)| > p(a —e).
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Pasando al limite en p concluimos que a — € < 0. Siendo € > 0 arbitrario, concluimos que a < 0, por lo que
1) es no positiva. Un argumento andlogo muestra que ¥ es no negativa. Luego, ¥ es idénticamente nula, es
decir que p(h) = ¢(gh) para todo h € T, que es lo que querfamos demostrar.

Ejemplo 7.2.5. El teorema de Choquet-Deny fue generalizado para grupos nilpotentes por Margulis 7777.

Ejemplo 7.2.6. Durante algin tiempo se pensé que los teoremas de Choquet-Deny y de Margulis (ejemplos
7.2.4 y 7.2.5 respectivamente) podian tal vez ser generalizados para grupos de crecimiento subexponencial.
Sin embargo, Erschler probé recientementemente en [8] que para ciertos grupos de crecimiento intermediario
existen medidas de probabilidad simétricas para las cuales el borde de Poisson correspondiente es no trivial
(como veremos méas adelante, tales medidas no pueden ser de soporte finito). Un problema interesante
continta siendo el caracterizar de manera concreta la familia de los grupos para los cuales todos los bordes
de Poisson asociados son triviales. Otro problema consiste en saber si para todo grupo de crecimiento
exponencial es posible definir una medida de probabilidad que tenga asociado un borde de Poisson no trivial
(conjetura de Kaimanovich-Vershik).

El ejemplo a continuacién muestra la existencia de grupos promediables sobre los cuales pueden ser
definidas medidas de probabilidad induciendo bordes de Poisson no triviales.

Ejemplo 7.2.7. Denotemos por ®yxZs la suma directa de grupos isomorfos a Zo = {0, 1} indexados por los
puntos de coordenadas enteras de R¥. Una manera apropiada de concebir este grupo consiste en pensarlo
como el grupo aditivo de las configuraciones finitas de Z* (respecto a la operacién de suma médulo 2 sobre
cada coordenada). El valor de una configuracién f € ®zxZs en un punto = € Z* serd denotado por f(z), y
el soporte de f por sop(f), es decir

sop(f) = {z € Z" : f(z) # 0}.

Sea I' = Zo 1 ZF el producto en corona entre Zy y Z*, es decir el producto semidirecto Z* x @y Zy entre ZF
y @©zrZo. La operacion de grupo en I' es dada por

(z1, f1)(22, f2) = (21 + 22, f1 + T, (f2)),

donde la accién T de Z* sobre @, Zo es una accién por traslaciones:

TI(f)(y):f(y_x)v Z,Yy en Zka fe@ZkZ2.

El grupo T es soluble de orden 2 (en particular, I' es promediable). Ademds, I" es finitamente generado: un
sistema de generadores es dado por {gi, ..., gx, 0}, donde g; designa el i-ésimo generador estdndar de Z* y
8o es la configuracién de ZF que es igual a 0 en todos los puntos salvo en el origen (donde asume el valor 1).

Dada una medida de probabilidad u sobre T', denotemos por (z;, f;) los incrementos (i.i.d. segun p) de
la caminata aleatoria asociada, de modo que

Wn = (ynugn) = (xlufl) T (xnufn)

representa la posicion tras n pasos. Tenemos evidentemente

Yn+1 = Yn + Tn+1, In+1 :gn+Tn(fn+l)-

Supongamos que k sea superior o igual a 3. Como toda caminata aleatoria no degenerada sobre Z* es
transiente para k > 3, la coordenada vy, tiende al infinito con probabilidad 1. Luego, si el soporte de u es
finito, entonces los soportes de la configuracién Ty, (f,+1) y cualquier configuracién fija de Z* seran disjuntos.
En consecuencia, la sucesién de valores de g, (y) es asintéticamente constante para todo y € Z3. Esto genera
evidentemente acontecimientos limites no triviales en medida, probando que el borde de Poisson P(T', ) es
no trivial.

Observacién. Vale también si p tiene primer momento finito (Kaimanovich) y méds generalmente si p tiene
entropia finita (Anna). 77?7

52



En lo que sigue daremos una reciproca parcial al teorema 7.2.1: para todo grupo promediable es posible
definir una medida de probabilidad para la cual el borde de Poisson es trivial. Esta afirmacién corresponde
a una conjetura de Furstenberg, demostrada independientemente por Rosenblatt [28] y por Kaimanovich y
Vershik [19] a principios de los afnos 80. La prueba es lamentablemente un poco técnica; sin embargo, es
natural que ello sea asi, pues en general la medida que se obtiene es complicada, muchas veces de soporte no
finito (vea el ejemplo ).

Demostracion de la conjetura de Furstenberg. Queremos probar que si I' es promediable, entonces
existe una medida de probabilidad p sobre I' tal que para todo g € I se tiene

lim [|*™) — g(u*™)]|| = 0. (7.3)
n—oo
Esto lo haremos constructivamente.
Sea Ky C K7 C --- una sucesion creciente de conjuntos finitos de I' tales que K| contiene al elemento

neutro y I' = U; K;. Fijemos dos sucesiones (t;) y (¢;) de niimeros reales positivos de manera que . t; = 1,
gir1 < &; para todo i € Ny lime; = 0. Sea (n;) una sucesién de enteros positivos tal que, para todo i € N,

(tl + -+ tifl)ni <e¢;. (74)

Como T es promediable, existe una sucesiéon (v,,;,) de medidas de probabilidad de soporte finito sobre T" tal
que
lvm — g(m)ll < em para todo g € K, U (sop(Vm—1))"™. (7.5)

Afirmamos que la medida de probabilidad u definida por

oo
M= Z tmVm
m=1

satisface la propiedad deseada (7.3). Para verificar esto, dado g € T fijemos m € N tal que g € sop(Vim—1).
Tenemos

,U*(nM) — E tkl .. 'tknm Vg, % -0 % anm .
k:(klx"';knm)

La expresion de la derecha se divide en dos sumandos

M1 = Z eyt ey, Vhy ¥ Vi,
|k|=max{k; }<m
pp = @) — .
La condicién (7.4) implica
lpall = D7 try o tr, = (4 + b)) < e (7.6)
|k|<m
Para las estimativas concernientes a la medida vs, fijemos un multi-indice k = (k1,--- , ky,, ) tal que |k| > m.

Sea j > 1 el menor indice para el cual se tiene k; > m. Note que la medida 0 = vy, * --- * v, puede ser
expresada de la forma
0 = 01 % vy, * 02,
donde ¢y = vy, * - *vg, 1y b2 = vg;41 %k vg, . Como k; < m para todo i < j, tenemos
sop(vk,) C sop(vm—1). La desigualdad j < n,, nos da entonces la inclusién sop(61) C (sop(vpm—1))"™ 1.
Ademés de esto, como g € sop(Vm—1), tenemos sop(g(61)) C (sop(vs,—1))"™. Debido a (7.5), esto implica
que
vk, —g(01 x vi,) || < em, |k, = 01 % g, || < €m-

Luego,
lg(01 % vi;) — 01 % vi || < 26,
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por lo que
||g(91 * I/k].) * 92 — 91 * Vi; * 92” < 2Em,

es decir
9(0) — 0| < 2em.

Como esta tltima desigualdad es valida para toda medida = vy, * - -+ * vy, que aparece en el desarrollo
de p2, tenemos

llg(p2) — pall < 2em,

y como ||p1|| < em (y consecuentemente ||g(u1)]| < &), concluimos finalmente que
g (")) = || < ey

Puesto que la sucesién (e,) tiende a cero, de esta desigualdad se concluye (7.3), lo cual termina la de-
mostracion.

Ejercicio 7.2.8. Extension promediable de Kaimanovich...

7.3 Entropia de grupos de tipo finito

7.3.1 Definiciones y propiedades generales

La nocién de entropfa para caminatas aleatorias sobre grupos fue introducida por A. Avez en [2]. Tal
como dicho autor seniala, la idea consistia en definir un invariante mas fino que el crecimiento en el sentido de
Milnor y Svarc. Sin embargo, con los anos se constaté que dicho invariante es de naturaleza bien diferente.

Como es 16gico a la hora de definir entropias (de cardcter métrico), consideramos la funcién H : [0,1] — R
definida por
HO)=0 y H(t)=—tlog(t) para ¢>0.
Esta funcién es no negativa, continua y céncava. Para comprender la “naturalidad” de ella, recomendamos

la lectura de [4] (por una referencia en lengua castellana vea [25]).

Recordemos que, dada una particién P de un espacio de probabilidad (X, 1) en una familia contable de
conjuntos medibles X;, la entropia de P es definida por

H(P,p) = 3 H(u(X)).

Esta definicién satisface la propiedad funtorial siguiente: dado otro espacio de probabilidad (Y,v) y una
aplicaciéon T : X — Y tal que T, () = v, se tiene

H(T'(P)) < H(P). (7.7)
Notemos que no estamos suponiendo que T es biyectiva; si éste fuera el caso entonces tendriamos evidente-
mente H(T(P)) = H(P).

En dindmica clédsica se estudia la sucesién de los iterados H(T"(P),u) cuando T : X — X es una
aplicacién que preserva u. Se define H(P,T) como el limite de H(T™(P), u)/n, y la entropia de T (respecto
a ) es h(T, p) =supp H(P,T). Para nuestro caso seguiremos una idea similar. Nuestro “sistema dindmico
T” serd la caminata aleatoria, y “los iterados de T” corresponderdn a los posibles estados de esta caminata
tras el nimero correspondiente de pasos.

Consideremos la particién P de I' en sus elementos y notemos

Hy(p) = H(p) = H(P,p) =Y H(ulg)).

gel’
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Dada una caminata aleatoria (', ) (no necesariamente reversible), para cada n > 1 definimos

Hy(p) =Y o™ (e — g)) = H(u™™).
gel

Observe que H, (T, i) puede ser igual a infinito si el soporte de p no es finito. Sin embargo, es facil verificar
que si H(u) = Hy(p) es finito entonces H, (1) es finito para todo n > 1 (vea la observacién 7.3.2).

Lema 7.3.1. Si H, (1) < 0o para todo n € N entonces la sucesion (Hy(u)) es subaditiva.

Demostracién. Basta probar la desigualdad

H(py * p2) < H(pa) + H(pz)

para dos caminatas aleatorias cualesquiera sobre el mismo grupo I'. Esta desigualdad puede ser verificada
directamente, utilizando para ello la propiedad de concavidad de la funcién H. Proponemos en lo que sigue
una prueba maés conceptual.

La aplicacién I' x I' — T" dada por (g, h) — gh envia la medida producto p; X po sobre i * po. Por otra
parte, se cumple la relacién H (p1 X p2) = H(p1) + H(pz2). Por la monotonicidad de la entropia, es decir por
(7.7), tenemos

H{(p # o) < H(py X pia),
de donde se obtiene la desigualdad deseada. O

Observacién 7.3.2. El mismo argumento de la demostracién precedente permite probar que si Hy () < 0o
entonces H, () < nH(u) < oo para todo n > 1. Reciprocamente, si H(p) es infinito entonces H, (u) es
infinito para todo n > 1.

Definicién 7.3.3. Si H(u) < oo definimos

(n)
h(D, ) = lim Ha(p) = lim M,

n—00 n n—00 n
y extendemos esta definicién por h(T', p) = oo si H(u) = oc.

Ejemplo 7.3.4. Si p = 7u1 + (1 — 7)u2 entonces

H(ur™) = Y H((rp + (1= )u2)" ™) (g)

gel’
= Z'H (Z (ZL) Ti(l _ T)n—i Z l[lk(i) (h)u;(nfi) (h_lg)>
9l =0 her

(]

Ty H (Z i ()" <hlg>>

gel hel

Y
1:
<. 3

(5)
()
(7) T (17" Y (u’f(i)(h)H(uz(m) (h'g) + 5" (g H (™ (9)))
(%)
(%)
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por lo que
H(u*(™
h(p) = lim ()

n—oo

2 Th(p1) + (1 = 7)h(pz2).

Luego, si la entropia de una combinacién convexa de medidas p1 y pq es positiva, entonces al menos una de
las entropias originales es positiva.

En términos probabilisticos, h(T', i) es la informacién promedio de uno de los factores de un producto
hn = g1---gn de n variables aleatorias independientes g; € I' con distribucién p. Una formulacién més
precisa en términos de la teoria de la informacién viene dada por la siguiente versién del teorema de Shanon,
Mc Millan y Breiman para caminatas aleatorias sobre grupos [19, 7).

Teorema 7.3.5. Si p es una medida de probabilidad sobre un grupo numerable I' con entropia finita, entonces

se tiene log(h
L loa(n(w))

n— o0 n

= h(ra :u)v

donde la convergencia es tanto puntual en casi todo punto w € =T como en L'(Q,P).

Demostracion. Consideremos la sucesion de funciones ¢, : @ — R definidas por

on(w) = M*(n) (hn(w)).

Se verifica inmediatamente que para todo w € €2 y todo m > 0,n > 0 se tiene la igualdad

Prtm(w) < on(W) + om0 ().

Puesto que u es de entropfa finita, la funcién ¢; pertence a L'(£2,P). La afirmacién resulta asf del teorema
ergddico subaditivo.

Ejercicio 7.3.6. Bajo las condiciones del teorema precedente, pruebe que h = h(I', u) es el (Unico) real que para
todo e >0 satisface las propiedades siguientes:

- existe una sucesién de subconjuntos finitos A, de I tales que |A,| < exp(n(h +¢)) y con P-probabilidad 1 se tiene
que hn(w) € A, para todos salvo eventualemente un nimero finito de indices n € N;

- para toda sucesién de subconjuntos finitos B, de I tales que |B,| < exp(n(h — €)), con P-probabilidad 1 se tiene
que hp(w) € By, sélo para un nimero finito de indices n € N.

Sugerencia. Para la primera parte considere la sucesiéon A, = {g € I : ) (9) > exp(—n(h + €))} y aplique el
teorema 7.3.5. Para la segunda parte considere Q,, = {w/u*™ (hn(w)) < exp(—n(h—¢/2))}. El teoreme 7.3.5 implica
nuevamente que para casi todo w € 2 estd en todos salvo un nimero finito de los 2, Verifique que

Plw € Qp : hn(w) € B—n] < exp(—e/n)

y concluya usando el lema de Borel-Cantelli.

Para analizar la relacién entre la entropia y el primer momento de una medida, necesitamos del siguiente
lema elemental.

Lema 7.3.7. Si una sucesion de nimeros ju, €]0, 1[ satisface ), . nptn < 00, entonces se cumple

> pinlog(1/pn) < oo

neN

Demostracion. Sea I el conjunto de los enteros positivos tales que log(1/uy,) < n. se tiene

> pnlog(1/1in) > in10g(1/pn) + > pinlog(1/ )

neN nel n¢l
< Znﬂn +Zﬂn log(1/pin).
nel n¢l
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Ahora, si n no pertenece a I, entonces e~ > u,,. Usando la desigualdad (vdlida para todo ¢ €]0, 1])

Vilog(1/t) <

L

concluimos que

Z,unlog(l/un < (2/e) Z n < (2/e) Z " < oo,

n¢l ng¢l n¢l
lo cual finaliza la demostracion. O

Proposicion 7.3.8. Si u es una medida de primer momento finito, entonces su entropia también es finita.

Demostracion. Sea d la cardinalidad del conjunto de generadores de I'. La cardinalidad de cada esfera Sy,
esta superiormente acotada por d*, por lo que

S -ulo)osu(a) = —nuist) 3 2 ctog (L) = 5 iy o(uls)

gESk g€Sk gESK
g;wm%wHM&mmmw»

Por la hipdtesis M;(u) < 0o y el lema anterior tenemos

> (k) log(1/u(Sk)) = M < oo,
keN

de donde concluimos que

=3 —ulg)log(u(g)) < log(d)My(u) + M. m

keN gesSy,

Relacién con el crecimiento

Sean I" un grupo de tipo finito y G = {hq,--- , h;,} un sistema finito y simétrico de generadores de
I". Para cada n € N denotemos por B,, a la “bola de radio n” de I" definida por

B, ={g€T:g=hi ---h;, paraciertos k <ny h; €G}.
La funcién n +— |B,,| es llamada la funcién de crecimiento de I' (relativa a H). Es facil verificar que
|Bn1+n2| < |Bn1| X |Bn2|7

por lo que existe el limite
log(| By,
co(T) = 1i 0g(|Bn|)

<(m-1)< oo

n—oo n
Decimos que I" es de crecimiento exponencial si ¢g(T") > 0, y de crecimiento polinomial si existe un polinomio
P tal que |B(n)| < P(n) para todo n € N. Si ninguno de estos casos se da, decimos que I' es de crecimiento

intermediario. Es facil verificar que estas nociones no dependen de la eleccién del sistema finito de generadores

Supongamos que el soporte de la medida pu sea finito y engendre a I' como semigrupo, es decir que para
todo g € I existen n € Ny g1,---, g, en el soporte de p tales que g = g1 -+ - g. Consideremos la funcién
de crecimiento asociada al sistema generador sop(u). Puesto que la entropia de una particién se maximiza
cuando la medida es equidistribuida sobre dicha particion, tenemos

HI, ™) < HT x -+ xT) < | By,

de donde (T, 1) < ¢4op(,y (). Concluimos en particular que si I' es de crecimiento subexponencial, es decir
si Csop(p) (P) = 0, entonces h(r, /1,) =0. 0

Debemos senalar que este resultado sencillo no se generaliza para medidas p de soporte infinito.
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Ejemplo 7.3.9. Si un grupo tiene crecimiento exponencial entonces no es necesariamente véalido que la
entropia asociada a las caminatas de soporte finito tengan entropia positiva. El siguiente ejemplo ha sido
tomado de [19].

En el grupo I' = Z x ®zZs considere una medida simétrica que cargue sélo a los elementos (—1,0),
(1,0) y 60 = (0,1). Como los incrementos (xn, f,) y las posiciones w, = (Yn,gn) en tiempo n verifican
Yn = T1 + -+ + Ty, y Puesto que las x; son variables aleatorias reales i.i.d., la desigualdad de Kolmogorov
implica que
V(z)

P{w: |lyx| < n3/* para todo k < n})>1- peyoR

donde V (x) es la varianza de la distribucién de los incrementos x;. Definamos entonces
A ={(y,9) : lyl < n¥*, s0p(g) C [=n*/*,n*/1]}.

Se verifica facilmente que la cardinalidad de A, crece subexponencialmente. De lo anterior se concluye
fé¢ilmente que

Vix
Hr ™) < 1A + 2D 10g(5,),

nl/2

donde § es el valor minimo para la medida asumida por un elemento sel soporte de u. Dividiendo por n y
pasando al limite obtenemos h(p) = 0. El mismo argumento se aplica en general para medidas simétricas de
soporte finito: para todas ellas se tiene h(y) = 0.

Relacion con la promediabilidad

Supongamos que 4 sea simétrica y engendre a I' como semigrupo. En tal caso, si h(T', u) = 0 entonces
I" es promediable, como resulta de la proposicién siguiente.

Proposicion 7.3.10. Bajo las hipdtesis precedentes se tiene
h(T, ) > —21og(A(T, ).
Demostracion. Como la funcién logaritmo es céncava, utilizando la desigualdad de Jensen se obtiene
—H(T,p) =Y p" (e — g)log(p™ (e — g)) <log | Y p'" (e — g)p'" (e — g)
g€er ger
Puesto que 4 es simétrica, esta dltima expresién es igual a p(>™) (e — e). Por lo tanto,

H(T,p™)

> log ( ¢/pm) (e — e)),
n

y pasando al limite se obtiene la desigualdad deseada. 0

7.3.2 Entropia nula y trivialidad del borde de Poisson

La proposicién precedente permite concluir que si h(I', u) = 0 para alguna medida de proba- bilidad u
entonces I' es promediable. Sobre una eventual reciproca se discutird en la seccion 7.2.

Teorema 7.3.11. Sea p una medida de probabilidad sobre un grupo discreto I'. Si la entropia inicial H(p)
es finita, entonces h(T', ) =0 si y sélo si P(T, u) es trivial.

Demostracién. Introducimos las particiones Ay y B\ del espacio de trayectorias dadas por
(y:i) ~a, (yi) siy; =y, para todo i€ {1,...,k},

(yi) ~8,, (y;) si y; = y; para todo i > n.
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La particién B = UB,, es la particién en colas del espacio de sucesiones.

Afirmacion. Para todo 0 < k < n se tiene la igualdad

H(Ag|By) = kH(p) + H (") — H (™). (7.8)

Prueba. Para cada trayectoriay = (y;) denotemos por A (y) y By (y) los d&tomos de Ay, y B,, respectivamente
que contienen a y. La probabilidad condicional P(A(y)|B,(y)) es dada por

e *(n—k)

Tomando logaritmo a ambos lados e integrando respecto a u se obtiene la igualdad (7.8).

Puesto que B,, es mds fina que Bj,+1, se tiene la desigualdad H(Ax|B,,) < H(Ag|Bn+1), lo cual implica,
debido a (7.8),
H( ) = (=) > H (0 ) — H (),

Concluimos asi que la sucesién (H(u*™) — H(p*=1)) decae hacia (T, ).

Como la sucesién de particiones B,, converge a la particién en colas B, se tiene que H(Ag|B,,) converge
a H(Ag|B). A partir de (7.8) obtenemos entonces

H(A|B) = kH (1)0kh(T, ) = H(AL) — kh(T, ).

Luego, h(T, i) es igual a 0 si y sélo si H(Ag|B) = 0 para todo k € N, es decir si y sdlo si las particiones Ay
y B son independientes para todo k € N. Por la ley 0 — 1 de kolmogorov, esto se cumple si y $olo si el borde
de Poisson P(T'u) es trivial. O

La condicién de finitud para H(u) es claramente necesaria: si p es una medida de probabilidad sobre un
grupo abeliano I para la cual H(u) = oo, el borde de Poisson P(T, 1) es inevitablemente trivial, debido al
teorema de Choquet-Deny. De manera méas general, si ' es un grupo finitamente generado de crecimiento
polinomial y p es una probabilidad sobre él con entropfa inicial H(u) finita, entonces h() es necesariamente
igual a 0. Veremos a continuacién que un enunciado andlogo no es valido en general para grupos de crec-
imiento subexponencial: existen grupos de crecimiento intermediario para los cuales hay asociadas medidas
de probabilidad de entropia inicial finita de modo que los borde de Poisson correspondientes no son triviales.

El método de Erschler para generar entropia [9].

Fy es una familia de n-uplas del tipo (w,i1,...,0k), cOn W = (W1,.. .y @ipye- ey Digy--- wn) € 1 < ip <
g < ... <1t <n.

Dados g,h en I' y u € F,, designamos por S9"(u) al conjunto de los caminos cuyos pasos coinciden
con los w; para todo ¢ # i;; en este tltimo caso el factor puede ser igual a g o h. Diremos que u € F,, es
satisfactoria si los caminos de S9"(u) arrivan a elementos distintos de I' en tiempo n. Dicho conjunto de
posibles salidas lo denotamos atin por S%°(u); para n-uplas satisfactorias su cardinalidad es igual a 2.

Teorema 7.3.12. Bajo las hipdtesis anteriores, supongamos que existan constantes positivas o y (3 tales
que:

1- para todo u = (w,i1,...,ix) € Fn se tiene k > an,

2- para todo u = (w,i1,...,ix) € Fn, el conjunto S-‘1>h(u) es satisfactorio,

3- si u y v son elementos distintos de F,, entonces S9"(u) N S9"(v) # 0,

4- para todo n € N se tiene u*™ (Uuer, ) S9"(u) > B.

Entonces la entropia h(p) es diferente de 0. En consecuencia, si H(u) < 0o, entonces el borde de Poisson
P(T, p) es no trivial.
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Demostracién. Cambiando p por alguna de sus convoluciones y recordando que p es no degenr=erada,
vemos que es posible suponer, sin pérdida de generalidad que tanto g como h estan en el soporte de pu.
Consideremos la probabilidad normalizada

11(h)dg 1(h)n
g) +u(h)  plg) + p(h)

V(gvh) = /14(

Claramente, la normalizacién de (la condicional) p*(™ a S9"(u) coincide con el k[ésimo producto v(g, h). Si
7, denota la particion del espacio de caminos infinitos {2 segiin el punto de alcance en n pasos, se tiene

H(p ™) = H(p ™ |n,).

Puesto que H(v(g, h)¥) = kH(v(g,h)), usando el hecho que la entropfa condicional meida es menor o igual
que la entroplia, concluimos que

H(p* ™) = Hp™n,)
> 30 S DR[S9 () O Y H (" )
ueF,

#(n)(S9" (u *(n
S e Oy 57 )
ueFn

> N S Ny (g, h)F)
ueF,

*(n e
=Y S O, 1))
ueFy

> > afnH(v(g,h)),

Y

donde ¥ denota el evento que la secuencia u no pertenezca a F,. Dividiensdo por n y pasando al limite
concluimos finalmente que h(u) > af8H (v (g, h)).

Siguiendo [9], aplicaremos el método anterior para probar que, para una gran variedad de grupos ex-
presables como productos en corona, toda medida de probabilidad simétrica de entropia finita induce un
borde de Poisson trivial. De manera més precisa, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 7.3.13. Sea I' = GV H un producto en corona de dos grupos tales que B no se reduce al elemento
neutro. Si p es una medida de probabilidad tal que A dotado de la medida inducida por proyeccion es un
grupo transiente, entonces la entropia de p es no nula.

Demostracién. Aplicaremos el método general para g = e (elemento neutro de I') y h = (eg, f), donde
f: G — H satisface f(eg) # ey. Como estamos suponiendo que p es no degenerada, podemos suponer,
médulo un cambio de p por p*(™) para algin n € N, que g y h pertenecen al soporte de .

Dados0 < i1 < ... <ix <nyxs € sop(p) paras # i;, diremos que = (41,...,9; T1, .-, Liys .oy Tips- oo r Tn)
es una secuencia apropiada si los elementos x1, T1Z2, T1x2 - Tiy, ..., T1T2 - T4y -+ - Ty, * + - Ty, tienen proyec-
ciones distintas en GG. Afirmamos que si v y v son dos secuencias apropiadas distintas, entonces S’g’h(u) y
S9:7(v) son disjuntos. En efecto, si...

Una secuencia apropiada u serd dicha c-apropiada si k > ¢n. Afirmamos que existen p > 0y ¢ > 0 tales
que para todo n € N se tiene la desigualdad

(LS () = p,

donde la unién es tomada sobre todas las secuencias c-apropiadas. Para verificar esto, recuerda que si R(n)
designa el rango la caminata obtenida sobre G por proyeccién, entonces R(n)/n converge con probabilidad
1 hacia P — probabilidaddenoretornoalorigen > 0.

Sea R’(n) el ntimero de elementos distintos de G que son visitados en dos momentos consecutivos < n por
la caminata. Se verifica ficilmente que para cierta constante P’ > 0 se tiene la desigualdad EM*WR’ (n) >
P'n.
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Afirmamos finalmente que si u es una secuencia apropiada, entonces S9"(u) es una familia satisfactoria.
O

Corolario 7.3.14. Sea I' = GV H un producto en corona de dos grupos tales que B mo se reduce al elemento
neutro. Si A es infinito y no contiene a Z o a Z> como subgrupos de indice finito, entonces la entropia
correspondiente a cualquier medida de probabilidad sobre I' es no nula.

Una consecuencia del corolario anterior es el hecho que paran > 2y |B| > 1, toda medida de probabilidad
sobre un grupo de la forma I' = Z™ ! B tiene entropia no nula. Sin embargo, si B es promediable entonces I'
también lo es. En tal caso, el teorema 777 indica la existencia de medidas de probabilidad para las cuales el
borde de Poisson asociado es trivial. Para una medida tal, la entropia debe ser necesariamente infinita.

7.3.3 Entropia condicional e identificacién del borde de Poisson

7.4 La razon de escape al infinito: ley de los grandes niimeros

La razon de escape al infinito corresponde a un parametro que mide el comportamiento estadistico
de la distancia al elemento neutro de un elemento representado por una palabra que es el producto de
n generadores. En general, y dado que pueden producirse simplificaciones a lo largo de dicha palabra,
es esperable que dicha distancia sea menor que n. Con la ayuda de este parametro podremos refinar la
desigualdad (?777).

Definicién 7.4.1. Sea I' un grupo contable provisto de una medida de probabilidad . Se define la razén
de escape al infinito de I" con respecto a u por
E(L,
I=1I(p) = lim ( ), (7.9)

n— o0 n

donde E(I,,) designa la esperanza de la funcién I,,(w) = dist(hy - - - hy,, €) respecto a p*(™).

Obviamente, debemos verificar que esta definicién es pertinente, es decir que el limite correspondiente
siempre existe. Ello es una consecuencia casi directa del teorema ergddico subaditivo. En efecto, la sucesién
de funciones I, satisface de manera evidente la desigualdad

Lyin(w) = Lyp(w) + Ly (6™ (w)).

Tenemos entonces la convergencia c.t.p. de I,/n hacia cierta funcién limite I. Puesto que el cambiar un
segmento finito de w no altera el valor de dicho limite, la ley 0-1 de Kolmogorov implica que I es constante
c.t.p. Finalmente, siendo siempre I,,/n menor o igual a 1, el teorema de convergencia dominada implica que
dicho valor constante es igual a la razén de escape.

El hecho que L,(w)/n converja para casi toda trayectoria w a la razén de escape al infinito puede ser
pensado como la validez de una “ley de los grandes niimeros” en el grupo I'. Presentamos a continuacién
algunos ejemplos.

Ejemplo 7.4.2. Si en I' = Z consideramos la probabilidad estandar entonces se comprueba facilmente que
la igualdad Ion+1(91 - g2n+1) = Ian(g1 -+ - gan) + 1 se verifica con probabilidad %[1 + %(2;’)}, mientras que
Int1(91 - g2n+1) = Ion(g1 -+ - g2n) — 1 se cumple con probabilidad %[1 — %(2:)} Por otra parte, se tiene
E(Iont2) = E(I2p4+1). Mediante la aproximacién de Stirling se concluye que existen constantes positivas ¢, ¢

tales que
"1 (25 SN
E(I2p41) = —< . > < — < v/,
por lo que
m —ntl < lim cvn =0,

de donde se concluye que I = 0.
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Ejemplo 7.4.3. La razon de escape del grupo libre Ly respecto a la medida de probabilidad simétrica
y equidistribuida sobre sus generadores es igual a (kK — 1)/k. Como ya analizamos el caso en que k = 1,
supondremos que k es al menos igual a 2. En tal caso, si n > 1 entonces con probabilidad (2k — 1)/2k se
tiene I(hy ---hphpy1) = I(hy---hy) + 1, mientras que I(hy---hphpi1) = I(hy---hy,) — 1 se cumple con
probabilidad 1/2k. De ello se deduce que

2k —1 1
E#*(71+1)In+1 = E#*(n)ln + T - %,

lo cual implica la igualdad I = (k — 1)/k via un argumento sencillo de suma telescépica.

A continuacién relacionaremos la razén de escape al infinito con el crecimiento, la entropia y la promed-
ibilidad del grupo.

Teorema 7.4.4. Si u es una medida de probabilidad cuyo soporte es finito y genera a I' como semigrupo,
entonces se tiene la desigualdad

h(Fv :u) < I(:u) * Csop(p) (F)

Demostracién. Fijemos € > 0 y denotemos por X, ,, al conjunto de elementos de I' a los que se llega en n
pasos de la caminata pero cuya distancia al elemento neutro se sitia en el intervalo [(1 — e)nl, (1 + )nl)].
La discusién anterior muestra que j*(™ (Xe,n) > 1—¢ para n suficientemente grande. Escribamos la medida
1™ como la combinacién convexa de dos medidas de probabilidad Min Y 2,5, donde pq 4, es la restriccién
normalizada de p*(™ a Xen ¥V t2,n es la restriccién normalizada de p*(™ al complemento de Xe.n. Debido
a (777),

H(D, 5*™) < (1= ) H (1.0) — log(1 — €) + £ log(| Bal).

Dividiendo por n y pasando al limite obtenemos

HT, u1n
Mp) < (1 - olim, o L) e ). (7.10)
n
Observe ahora que X, ,, estd contenido en la bola B(e, (1 4 €)nl) de radio (1 4 €)nl) (respecto al conjunto
generador sop(u)) centrada en el elemento neutro de I'. Puesto que el valor de H (T, 1,,)/n estd acotado
por log(|X. »|)/n, a partir de (7.10) obtenemos

log(|B(e, (1 +e)nl)|)

h(ra :u) S (1 - a)h—mn—wo n te CSOP(H) (F)

Como el valor de log(|B(e, (1 + ¢)nl|)/n tiende a (1 + €)Icop(y) (I') cuando n tiende al infinito, tenemos

h(T,pu) <(1-— 62)10501)(#) (') + ecsop(uy ().
Siendo esta desigualdad vélida para todo e > 0, concluimos finalmente que A(T', 1) < Icgop)(T). O

Ejemplo 7.4.5. Para el caso de la medida simétrica y equidistribuida sobre los generadores del grupo libre
Ly, la desigualdad anterior es una igualdad. Dejamos la prueba de ello al lector.

La desigualdad h(I', u) < I(t) - Csop(p) (I') implica que si I(p) = 0 entonces h(I', u) = 0. La reciproca
de esta dltima afirmacién también es vélida, de acuerdo a un resultado de N. Varopoulos [29] que nosotros
probaremos siguiendo la técnica empleada en [1]. Para ello serd necesario el siguiente lema elemental.

Lema 7.4.6. Paran € N consideremos la variable aleatoria X,, obtenida como suma de variables aleatorias
i.i.d. que asumen los valores —1 y 1 con probabilidad 1/2. Si para cada k € Z se designa por Qy el k-ésimo
polinomio de Chebychev definido para x € [—1,1] por Qi(xz) = cos(nh), donde cos(d) = x, entonces se
verifica la relacion

2" =Y P(X, = k) Qx(x). (7.11)

kEZ
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Demostracion. Para z € C definimos
2)=> pX
kezZ
De la relacion

k
2) Zp(Xn k) z Z 5 p(Xpno1=k—=1)+p(Xp_1=k+1) 2An_1(z) z+ ;
keZ keZ
se deduce que A, (z) = 5-[2 + 1/2]". Utilizando esta igualdad para z = €’ y z = e~ se obtiene

SR, = B 4 e = L[ e

gn—1
kEZ
es decir .
Zp k) cos(kb) = 5 — [ 4+ 7" = cos™(h),
keZ
y puesto que cos(f) = x, esta tltima igualdad es equivalente a (7.11). O

Proposicion 7.4.7. Eziste una constante C' > 0 que depende sdlo de la distribucion de p sobre su soporte
tal que, para todo g € I' y todo n € N,

dist? (e,
p™(g) < C exp ( -C 775 g)) (7.12)

Demostracién. Considere el operador de convolucién P : ¢3(T') — ¢?(T'), esta vez actuando sobre el
espacio de funciones a valores complejos. Como p es simétrica, P es un operador simétrico; ademas, P es
una contraccién (vea la seccién 2.2). Luego, su espectro estd contenido en el intervalo [—1,1]. Puesto que
cada polinomio de Chebychev @y, envia [—1,1] sobre [—1,1], el espectro del operador Qj(P) también estd
contenido en [—1, 1]; en particular, Qx(P) también es una contraccion.

Observe que a partir del lema precedente se deduce la identidad

= S B(X,, = k) Qu(P).

keZ

Denotando por Xy la funcién caracteristica del soporte de u, para todo g € I' tenemos

(Xy, P"(Xug)) = (P"(Xy), Xug) = > P(Xy Qu(P) (X ), Xug).
kez

Observe ahora que, para todo m € N, el soporte de la funcién P™(Xy) estd contenido en U™V, Luego, el
soporte de Qi (P)(Xy) estd contenido en UFI+1. Este tltimo conjunto intersecta a gU = sop(Xyry) si y sélo
si dist(e, g) < |k| + 2. Concluimos asi que

(Xu, P"(Xug)) = Z P(Xn = k){(Qr(P)(Xv), Xug) < Z P(X,, = k) [|Qr(P)(Xp)[|"/? (| Xugl 2,

|| >dist(c,g) 2 || >dist(c,g) 2

de donde se desprende que

(Yo, P*(Xg) < D BXa=R)UI"2 Xy, |2 = Ul > PB(Xn=k)
|k|>dist(e,g)—2 |k|>dist(e,g)—2

Por otra parte, el teorema central del limite nos da una constante universal C' tal que

Z IED(Xn:k)SC_'exp(-C’M)7

n
|k|>dist(e,g) 2



de lo cual se concluye que

(Xy, P"(Xyy)) < C|U|exp <—C’ @) , (7.13)

Podemos también minorar la expresién a izquierda remarcando que

(Xu, P"(Xug)) = > P"(Xug)(h)u(h)
heU

= > D Ay (f) | ulh)

heU \ fer

heU ueU

= Y ug)

uelU

C" > p(u™ Y (ug),

uelU

v

es decir
(Xu, P"(Xyy)) > C'p* "2 (g), (7.14)

donde C" = inf g op(u) 1/1(g). De (7.13) y (7.14) se desprende la desigualdad que se pretendia demostrar.
O

Teorema 7.4.8. Con las notaciones de la proposicion precedente, se tiene la desigualdad h(T', ) > CT(u)?.
En particular, si h(T',u) = 0 entonces I(u) = 0.

Demostracién. De la desigualdad (7.12) se deduce, para todo g € T y todo n € N,

" w(n “(n (") (g)dist? (e,
") (g) g (g)) 2 1" () log(C) + 0 LDTLE)

n
por lo que
Hp ™) > —log(C Z 1™ (g)dist? (e, g)
gGF
2
> —log(C (Zu () ( dzsteg)) .
gel

Dividiendo por n y pasando al limite se obtiene la desigualdad h(T, ) > C I(u)?. O
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Capitulo 8

Apéndice

8.1 Ley 0-1 y desigualdad de Kolmogorov

Teorema 8.1.1. Si 1,2, - son variables aleatorias y F(p1,¢2, ) es una funcidn medible en Q°° tal
que la probabilidad condicional Py, ... ., [F(z) = 0] no depende de @1, - , ¢, para ningin n € N, entonces
P[F =0] es igual a 0 6 a 1.

Demostracién. Denotemos por A al evento [F(z) = 0]. Si A es el dlgebra de los eventos definidos en
términos de un ntmero finito de variables, entonces para todo B € A se tiene Pg(A) = P(A). Supongamos
que P(A) sea positivo. Entonces

de donde se deduce que P(:) y Pa(:) coinciden en A. Luego, ambas probabilidades coinciden sobre la
extension de A. En particualr, P(A) = P4(A) = 1.

8.2 El teorema ergddico subaditivo

Como ejemplo de aplicacion, veamos une criterio interesante de recurrencia para una caminata aleatoria.

Para cada n € N designemos por r,, la funcién rango de la caminata en n pasos. De manera més precisa,
para cadaw € Q el valor de ,, (w) es igual a la cantidad de elementos distintos de I" en {51 (w), S2(w), ..., Sn(w)}.
Se tiene evidentemente la relacién subaditiva

Pingn (W) < T (W) 4+ 1 (0™ (w)).

El teorema ergédico subaditivo implica entonces que r,(w)/n converge c.t.p. a una constante ¢ € R. Se
desprende réapidamente de la definicién que el valor de esta constante c es inferior o igual a 1.

Proposicion 8.2.1. La constante ¢ es igual a la probabilidad de no retorno al origen. En particular, la
caminata es recurrente si y sélo siry,/n converge c.t.p. a 0.

Demostracién. Observe que para cada i € N y cada w € , el valor de 7;41(w) — r;(c(w)) es igual a 1 si

S1(w) no pertenece a {Sz(w), Ss(w), ..., Siy1(w)}, e igual a 0 en caso contrario. En consecuencia, denotando
por A al subconjunto de 2 dado por

Mp>1{w € Q: Sy (w) # e},

65



vemos que 1,41 — 1; 0 0 converge a X4 o 0. Asi, la diferencia entre

n—1

1 p By
= — E (TZ'+1OO'" Z+1—7"Z'O(J'n Z)
n <
=0

Tn TogoO"

n n

1n71
- E XAOO'n_Z.
n 1=0

converge a 0 cuando n tiende al infinito. Del teorema ergddico de Birkhoff concluimos entonces que r, /n
converge a P(A). O

A continuacién veremos una aplicacién menos estandar del teorema ergédico subaditivo, la cual fue
utilizada en la seccién 7.

Denotamos por R, el rango de reiteracion de la caminata, es decir el nimero de elementos distintos
visitados hasta el tiempo n en dos momentos consecutivos de la caminata. Observe que el crecimiento de R,
es sublineal si el de r,, lo es; ademds, si u(e) = 0 entonces R,, = 0 para todo n € N. A continuacién veremos
que una afirmacién reciproca es vélida: si 7, crece linealmente y p(e) > 0, entonces R,, crece linealmente,
con

lim Bn > u(e) lim In _ u(e)P(A).

n—oo N n—oo N,

Para verificar esta desigualdad notemos que, si bien la sucesién de funciones R,, no es subaditiva, ella satisface
la desigualdad
Ringn(w) < R (w) + Rn (0™ (w)) + 1.

El teorema ergddico subaditivo es aplicable entonces a la sucesién de funciones w — R,(w) + 1. Para
encontrar la funcién limite (la cual es necesariamente constante), es necesario buscar un limite débil para la
sucesion R;(w) — R;—1(o(w)). Sin embargo, nosotros nos contentaremos sélo con una minoracién. Observe
que

0 si w1 }é(.A}Q,
Ri(w) — Ri—1(o(w)) =< 0 siw; =wy pero existe je{1,...,n — 1} tal que w1 = wj = wj41,

1 en caso contrario.

En particular, cuando ¢ tiende al infinito, cualquier limite débil de R;(w) — R;—1(o(w)) es mayor o igual que
P(A)P(w1 = wa) = P(A) ule).
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