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QUELQUES GROUPES MOYENNABLES DE DIFFEOMORPHISMES
DE DINTERVALLE

ANDRES NAVAS

ABSTRACT. We consider the group of C2 orientation preserving diffeomor-
phisms of the unit interval. We give a dynamical description of its subex-
ponentially amenable subgroups. The results obtained can be extended to
the group of orientation preserving piecewise affine homeomorphisms of the
interval.

RESUME. On considere le groupe des difféomorphismes directs et de classe C2
de I'intervalle unité. On donne une description dynamique de ses sous-groupes
sous-exponentiellement moyennables. Les résultats obtenus s’étendent au
groupe des homéomorphismes directs et affines par morceaux de I'intervalle.

1. Introduction

Les sous-groupes du groupe des difféomorphismes de classe C? de I'intervalle
satisfont certaines propriétés de rigidité qui permettent d’envisager une clas-
sification dynamique a partir de données algébriques rélévantes. Par exemple,
on connait tres bien la structure des sous-groupes commutatifs. De plus, tout
sous-groupe nilpotent doit étre abélien. La classification des sous-groupes
résolubles est aussi connue. Nous renvoyons le lecteur a [34] pour un rappel
sur ces résultats ainsi que des références précises.

On sait par ailleurs que pour tout sous-groupe de type fini et non trivial I
de Diff i([O, 1[), le premier espace de cohomologie HX(I', R) est non trivial (c’est
une version du théoreme de stabilité de Thurston ; voir [45]). Cela entraine
par exemple que tout sous-groupe de Diff }r([O, 1[) ayant la propriété (T) de
Kazhdan est trivial. Signalons en passant que ce dernier résultat s’étend pour
les groupes de difféomorphismes du cercle : pour a > 1/2, tout sous-groupe
de type fini de Diff f“(Sl) qui vérifie la propriété (T) de Kazhdan est fini (voir
[36]). A cause de ceci et de [34], I'un des problémes principaux dans la théorie
des groupes de difféomorphismes du cercle est celui de la classification des
groupes moyennables. Par un argument simple donné au §3 de [34], ce dernier
probléeme se rameéne au cas de l'intervalle.

Pour aboutir a une classification plus au moins compléte des groupes de
difféomorphismes de I'intervalle (et aussi ceux du cercle), I'un des problémes
qui se pose de maniere naturelle est donc celui de la classification des sous-
groupes moyennables de Diffi([O, 1]). En fait, comme il a été expliqué au
§6.2 de [34], dans le contexte des groupes localement compacts, ce probleme
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se réduit a la classification des sous-groupes qui sont moyennables munis
de la topologie discréte (notamment ceux de type fini). Cependant, méme ce
dernier probleme semble étre trés compliqué, d’abord parce qu’il est difficile
d’envisager une méthode pour l'aborder, et surtout parce qu’il est relié au
probléeme de la moyennabilité du groupe F de Thompson. Rappelons que
le groupe F a été originalement défini par R. Thompson comme étant celui
constitué des homéomorphismes directs de [0, 1] qui sont affines par morceaux,
les points de discontinuité de la dérivée étant des rationnels dyadiques et les
valeurs possibles de cette dérivée des puissances entiéres de 2. Néanmoins,
dans [15] il est démontré que F se plonge dans le groupe des difféomorphismes
directs et de classe C* de [0, 1]. La groupe F ne contient pas de sous-groupe
libre a deux générateurs (voir [4]), et plusieurs auteurs ont essayé de montrer
(encore sans succés) que ce groupe n’est pas moyennable (voir par exemple [7]
et [23]). Ce probleme posséde une certaine importance en théorie des groupes.

En raison des problemes expliqués ci-dessus, nous nous sommes contentés
de résoudre des questions partielles liées au probleme général. Dans ce tra-
vail nous allons décrire la dynamique d’une famille «particuliére» de groupes
moyennables : les groupes sous-exponentiellement moyennables. D’une
maniére imprécise, ces groupes sont obtenus a partir des groupes a crois-
sance sous-exponentielle par des réunions directes et des extensions succes-
sives (voir le §2 pour plus de détails). Signalons que 1’étude que nous allons
entreprendre exclut a priori le groupe F de Thompson : la preuve faite dans
[7] pour démontrer que F n’est pas élémentairement moyennable s’applique
mot par mot pour démontrer que ce groupe n’est pas sous-exponentiellement
moyennable non plus (nous verrons comment on peut redémontrer ce fait par
une méthode completement différente a celle de [7]). Signalons d’autre part
que les groupes sous-exponentiellement moyennables d’homéomorphismes di-
rects de la droite ont été déja etudiés, d’'un point de vue algébrique, dans le
cadre de la théorie générale des groupes ordonnables. On sait par exemple
que ces groupes sont localement indicables (voir [25] et [42]). Nous croyons
que par des méthodes semblables a celles de cet article on devrait pouvoir
étudier aussi les sous-groupes sous-exponentiellement moyennables du groupe
des difféomorphismes de la droite.

Les techniques que nous appliquerons sont des raffinements de celles intro-
duites dans [34] pour la classification des groupes résolubles de difféomorphis-
mes de lintervalle. En fait, au lieu de travailler en classe C2, nous
considérerons directement les sous-groupes du groupe Diff 1++Vb([0, 1[) des
difféomorphismes directs et de classe C! dont la variation du logarithme de la
dérivée est finie sur chaque intervalle compact. Ceci rend les démonstrations
plus élaborées, car on ne peut pas appliquer des techniques de contréle de
la distorsion «a la Sacksteder» ou utiliser la théorie des niveaux (voir [6]).
Nous utilisons plut6t la méthode de N. Kopell pour controler la distorsion des
conjuguées des applications de l'intervalle. L'intérét d’obtenir des résultats
en classse C1*"? et non seulement en classe C? est la possibilité de pouvoir
les éteindre dans des cadres plus généraux, comme par exemple celui du
groupe Afm_ ([0, 1[) des homéomorphismes directs et affines par morceaux de
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I'intervalle dont le nombre de points de discontinuité de la dérivée est fini sur
chaque intervalle de la forme [0, a], ou a < 1.

Une autre approche au probleme de la classification des sous-groupes
moyennables de Diff i([O, 1]) consiste a caractériser de maniere claire la famille
de ceux qui ne contiennent pas de sous-groupe libre & deux générateurs.
Cependant, ce probleme semble aussi étre tres compliqué. L'une des raisons de
cela est le fait que la méthode classique pour trouver des sous-groupes libres
a deux générateurs dans un groupe, a savoir le lemme du ping-pong de Klein
(voir [22]), s’aveére inapplicable pour des difféomorphismes (et en général pour
des homéomorphismes) de I'intervalle. A maniére d’exemple, signalons qu’il
est connu que le groupe des homéomorphismes de la droite engendré par les
applications x — x 4+ 1 et x — x° est libre (voir [9] et [47]). Cependant, les
preuves existentes de ce résultat si intuitif sont tres compliquées.

Une famille particulierement intéressante de groupes sans sous-groupe li-
bre a deux générateurs est celle des groupes qui vérifient une loi non triviale.
Il est tres probablement vrai que tout sous-groupe de Diff 1++Vb([0, 1[) qui vérifie
une loi (non triviale) est résoluble. Cependant, puisque le groupe F de Thomp-
son ne satisfait aucune loi (voir [4]), un tel résultat ne serait pas encore satis-
faisant. Remarquons en passant que I'étude des sous-groupes de Homéo, (S)
qui vérifient une loi se raméne a celle des groupes d’homéomorphismes de
Iintervalle vérifiant une loi. Ceci découle aisément (de la preuve) d’'un
théoreme di a G. Margulis (voir [28] ou le premier appendice de [35]).

2. Notations et énoncés des résultats

Soit I un groupe de type fini et I'' = {fy, - - -, f} un systéme fini de généra-
teurs de I'. Pour n > 2 considérons la boule de rayon n

Mm={fel:f= fiflff;l . 'fs;l pour certains f;. € IMetm<nl,

et notons C(n) son cardinal. On dit que I" est a croissance polynomiale sl existe
un polynéme P tel que C(n) < P(n) pour tout n ; on dit que I" est a croissance
exponentielle §’il existe C > 0 et A > 1 tels que C(n) > CA” pour tout n ;
finalement, on dit que I' est a croissance sous-exponentielle si sa croissance
n’est pas exponentielle. Ces notions ne dépendent pas du choix du systeme
(fini) de générateurs.

Rappelons qu'un groupe topologique localement compact est moyennable si
toute action continue de ce groupe par homéomorphismes d’un espace métrique
compact préserve au moins une mesure de probabilité. Tout groupe de type fini
et a croissance sous-exponentielle est moyennable. D’autre part, la famille des
groupes moyennables est fermée par rapport aux opérations suivantes (dites
opérations élémentaires) : passage a un quotient, passage a un sous-groupe,
réunion directe et extension. Notons AG la famille des groupes moyennables
discrets et SG la plus petite famille qui est fermée par rapport aux opérations
élémentaires et qui contient les groupes discrets dont tous les sous-groupes de
type fini sont a croissance sous-exponentielle. Les éléments de cette derniere
famille sont appelés groupes sous-exponentiellement moyennables. Pour mieux
expliquer cette définition, considérons les familles de groupes définies par
récurrence par :
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(i) SG; est la famille des groupes discrets dont tous les sous-groupes de type
fini sont a croissance sous-exponentielle ;

(i1) sian’estpasunordinal limite alors SG, est la famille des groupes obtenus
par une extension

0—G—I—H-—0,

avec G € SG,-1etI'/G ~ H € SGy ;
(iii) si @ est un ordinal limite alors SG, est la famille des groupes obtenus
comme une réunion directe de groupes dans SGg, avec 8 < a.

Question (2.1). Est-il vrai que AG = SG ?

Bien que tous les exemples connus de groupes moyennables discrets appar-
tiennent & SG, le travail [20] de R. Grigorchuk et A. Zuk laisse entendre que
la réponse a la question ci-dessus pourrait étre négative. D’ailleurs, si dans la
définition précédente on remplace la classe SG; par celle des groupes dont les
sous-groupes de type fini sont abéliens a indice fini pres, alors on obtient une
famille plus petite de groupes, appelée la famille des groupes élémentairement
moyennables. Pour plus de détails sur ce sujet on peut consulter [8] et [38].

Dans le cadre des difféomorphismes analytiques réels de l'intervalle, la
description des sous-groupes sous-exponentiellement moyennables est tres
simple. En effet, dans [34] il est démontré que tout sous-groupe sous-
exponentiellement moyennable de Diff?([0, 1[) est métabélien. Ceci reste
valable dans Diff?(R) (voir [33]). Plus généralement, les sous-groupes sous-
exponentiellement moyennables et a points fixes isolés (au sens du §5 de [34])
de Homéo, ([0, 1[) (resp. de Homéo_ (S') ou de Homéo, (R)) sont métabéliens
(resp. résolubles d’ordre de résolubilité au plus 3). Pour les groupes de
difféomorphismes de classe C'**" de l'intervalle nous démontrons le résultat
suivant, valable aussi pour les sous-groupes de Afm ([0, 1[).

THEOREME (A). Si un sous-groupe sous-exponentiellement moyennable T’
de Diff f\'b([O, 1[) appartient a SG, pour certain entier positif «, alors T est
résoluble d’ordre de résolubilité inférieur ou égal a .

Le théoreme précédent implique en particulier que tout sous-groupe de
type fini de Diff ff"b([O, 1[) et a croissance sous-exponentielle est abélien. Ceci
généralise un résultat classique démontré par J. Plante et W. Thurston dans
[41], suivant lequel les sous-groupes nilpotents de Diff EVb([O, 1[) sont abéliens
(rappelons que les groupes nilpotents sont a croissance polynomiale ; voir [1]).

La preuve du théoréme (A) est basée sur la classification dynamique des
groupes résolubles de difféomorphismes de l'intervalle, notamment sur le
théoréme suivant, qui porte un intérét en soi.

THEOREME (B). Soit I' un sous-groupe résoluble de Diff be([O, 10) d’ordre
de résolubilité égal a k > 1 et sans point fixe a Uintérieur. Si N(I') désigne son
normalisateur dans Diff }r([O, 1[), alors on a les possibilités suivantes :

(i) si k> 1 alors N(I') est résoluble d’ordre de résolubilité égal a k ;

(i) si & = 1 et T n'est pas infini cyclique alors N(I') est topologiquement
conjugué a un sous-groupe (éventuellement non commutatif) du groupe
des transformations affines ;
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(ii1) si k = 1et I est infini cyclique alors N(I') est topologiquement conjugué au
groupe des translations.

Il n’est pas vrai que tout sous-groupe sous-exponentiellement moyennable
et de type fini de Diff i*Vb([O, 1[) ou de Afm ([0, 1[) est résoluble. Des exemples
illustrant cette situation sont donnés au §6. Cependant, dans ce méme
paragraphe, nous donnons un aper¢u d’'une description dynamique des sous-
groupes sous-exponentiellement moyennables de Diff EVb([O, 10).

3. Rappel sur les difféomorphismes de classe C1*"* de I'intervalle

Un difféomorphisme f de classe C! de l'intervalle [0, 1[ (resp. de [0, 1]) est
de classe C1*'? si la variation du logarithme de sa dérivée est finie sur chaque
sous-intervalle compact [a, b] de [0, 1[ (resp. sur tout l'intervalle [0, 1]). On
note Var(log(f’); [a, b]) cette variation, c’est-a-dire

Var(log(f');[a, b]) = sup Z |Tog(f")a;) — log(f'Xa;_1)|.

a=ap<a1<---<ap=b i—1

On désigne par Diff 1++Vb([0, 1) (resp. Diff E’Vb([O, 1])) le groupe des difféomor-
phismes de classe C1*? de I'intervalle [0, 1[ (resp. de [0, 1]). Le lemme suivant
est une version généralisée du fameux lemme de N. Kopell. Une preuve tirée
de [6] peut étre trouvée dans [34].

LEMME (3.1). Soient f et g deux difféomorphismes directs de Uintervalle
[0, 1[ sur leur images qui fixent O et préservent Lorientation. Supposons que
f soit de classe C*"’ et g de classe C', que f(x) < x pour tout x €10, 1[, que
g(xo) = xo pour certain xo €10, 1[, et que chaque x, = f™(x9), n € N, soit un
point fixe de g. Supposons de plus que g(y) > z > y (resp. gly) < z < y)
pour certains y, z €1x1, xol. Alors il existe N € N tel que g(f™(y)) < f™(2) (resp.
g(f™(y)) > f™(2)) pour tout n > N.

Comme une conséquence du lemme précédent on réobtient le lemme clas-
sique de N. Kopell : si f et g sont des difféomorphismes directs et commutants
de I'intervalle [0, 1[ de classe C1*" et C! respectivement, et si Fix(f)N]0, 1[= (}
et Fix(g)N]0, 1[# 0, alors g est I'identité. En particulier, action sur 10, 1[ du
centralisateur dans Diff i([O, 1[) d’un tel difféomorphisme [ est libre. D’apres
le théoreme de Holder, cette action est semiconjuguée a celle d'un groupe de
translations de la droite (voir [12], page 376). Ce groupe de translations est
en fait tout (R, +). Ceci découle d'un théoreme di a G. Szekeres (remarquons
que le théoréme de Szekeres n’est en général énoncé qu’en classe C? ; or, une
version subsiste en classe C'**P, la démonstration de cette version générale
étant une modification subtile de celle qui apparait dans [49]). De plus, la
semiconjugaison est en fait une conjugaison topologique. Ceci résulte par e-
xemple du lemme élémentaire suivant, lequel est bien connu des spécialistes
et se trouve implicite dans [34].

LEMME (3.2). Soit I un sous-groupe de Diffi([O, 1[) qui est semiconjugué a
un sous-groupe dense du groupe de translations. Si I' contient un élément de
classe C1*" sans point fixe a Uintérieur de [0, 1], alors I est topologiquement
conjugué au groupe de translations correspondant.
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Preuve. Supposons que I' soit un sous-groupe de Diff f"b([O, 1[) qui est
semiconjugué a un groupe dense de translations sans y étre conjugué, et soit
f € I’ I'élément donné par '’hypothese. Sans perdre en généralité, on peut
supposer que [ est envoyé par 'homomorphisme induit par la semiconjugaison
sur la translation T ; : x — x — 1 ; en particulier, on a f(x) < x pour tout
x €]0, 1[. Fixons un intervalle [a, b] qui soit envoyé sur un seul point par la
semiconjugaison, et qui soit maximal pour cette propriété. Par la définition de
[a, b], il existe une suite croissante d’entiers positifs (r;) telle que pour chaque
i € Nil existe f; € I' qui pour tout n € N vérifie

(@) = " a), FI (@) < @),
FrUFm @) = o) Frrn < fre).

Notons a, = f™(a), b, = f"(b). En prenant la limite lorsque n tend vers I'infini
dans les inégalités

i ay)  flaw) _ f;“(an),
an an an,

on obtient
(3.3) (f10)"+E < £1(0) < (F1(0)™.

Pour n > 0 les intervalles f(If;(a), b[) sont deux a deux disioints. Si I'on note
8 = Var(log(f"); [0, b]), alors pour tout u, v appartennant a [f;(a), b[ on a

("))
’1°g ((f”)’(u)

En prenant la limite lorsque n tend vers I'infini dans I'inégalité

inf 17 0,0(FM @) _ .
ARl s dnf @) la, b,
Supve[fi(a),b](fn) W) xelfria)fr@)

(3.4)

)‘ <> [log(F ) ) — log(F ) )| < o
=1

\fila, BD| = |f~"f:f"(a, bD)| >

et en utilisant les estimées (3.3) et (3.4) on obtient, pour tout i € N,
\fi(la, B])| > exp(—3) - (f/(0)™ - |[a, b]| > C.

Néanmoins, ceci est absurde, car |fi([a, b])| tend évidemment vers zéro lorsque
I tend vers l'infini. O

4. Rappel sur les groupes résolubles de difféomorphismes

Désignons par r(1) la famille des groupes qui sont conjugués a des groupes
non triviaux de translations. Désignons par r(2) la famille de groupes qui sont
soit conjugués a des sous-groupes non commutatifs du groupe affine, soit des
produits semidirects entre (Z, +) et un sous-groupe d’un produit direct (au plus
dénombrable) de groupes conjugués a des groupes de translations non triviaux.
Pour % > 2 définissons par récurrence la famille (%) des groupes qui sont des
produits semidirects entre (Z, +) et un sous-groupe d’un produit direct (au plus
dénombrable) de groupes de R(k —1) = r(1)U---Ur(k — 1), de telle sorte qu’au
moins 'un des facteurs n’appartient pas a R(k — 2). Voici 'un des résultats
principaux de [34].
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THEOREME. Si I est un sous-groupe résoluble de Diff }f"b([O, 1[) sans point

fixe a Uintérieur de [0, 1[ et d’ordre de résolubilité égal a k, alors I appartient a
la famille r(k).

Bien siir, celle-ci est une description plutot algébrique des groupes résolubles
de difféomorphismes de I'intervalle. Cependant, au cours de la démonstration
de ce résultat on décrit de maniére assez claire la dynamique de ces groupes.
Nous donnons dans la suite un résumé de cette description (la vérification des
détails est immédiate a partir de [34]).

Rappelons d’abord qu'on dit qu’un intervalle (non réduit a un point) est
une composante irréductible pour 'action d'un groupe s’il est invariant par ce
groupe et aucun sous-intervalle fermé n’est invariant. Fixons un sous-groupe
résoluble I" de Diff f’Vb([O, 1[) d’ordre de résolubilité égal a k et sans point fixe
a l'intérieur de [0, 1[. Notons

{id} =T3" T <o a3 =T
la série dérivée de I', Cest-a-dire que I, = [I¥, %] et I £ {id}.
Fixons une composante irréductible quelconque [u1, v1[ de Fi"l, et pour i > 2
définissons par récurrence [u;, v;[ comme étant la composante irréductible de
Il qui contient [«;_1,v;_1[. Pour chaque i > 1, le groupe F?Ol’* constitué des
éléments de I' qui fixent ces composantes irréductibles est distingué dans I',
et il est lui aussi un groupe résoluble (son ordre de résolubilité est égal a i
lorsque ¢ > 2, mais pour i = 1 il peut étre égal a 2). Si & > 2 et I' n’est pas
conjugué a un sous-groupe du groupe affine, alors le groupe FZ"_I’I est constitué
des éléments de I" qui possedent des points fixes sur ]0, 1[. Deux cas peuvent
se présenter, en justifiant ainsi la dichotomie de la définition de la famille r(2).

Premier cas : les intervalles [u1, v1[ et [ug, Us[ coincident.

Dans ce cas, la restriction de 1“;01 a [ug, vo[ est conjuguée a un groupe de
transformations affines. Pour i € {3, -, k} il existe un élément f; € I'*"! de
sorte que les intervalles f;(lu;_1, v;_1[) et Ju;_1, v;_1[ sont disjoints, tel que le
quotient Fzs()ll[ui,vi]/rzsgll|[ui,vi] (resp. FLS'OL*|[ui,vi]/rjil’1*|[ui,vi]) est un groupe infini
cyclique engendré par f,-l“fﬂllhubvi] (resp. par fiFfﬂl’l* ltu,v:1)> €t tel que les points
fixes de f; a gauche et a droite de [u;_1, v;_1[ sont u; et v; respectivement.

Deuxiéme cas : les intervalles [u1, v1] et [ug, U] ne coincident pas.

Dans ce cas, la restriction de Fi"l a [uq, v1[ est conjuguée a l'action d'un
groupe de translations. Pour i € {2,---, k} il existe un élément f; € I'**! de
sorte que les intervalles f;(Ju;_1, v;_1[) et Ju;_1, v;_1[ sont disjoints, tel que le
quotient Ff‘ﬂ (wvil/ Ffﬁll [uv] (TESP. I‘?Ol’* (1) ngl’l* [u,v;]) €St un groupe infini
cyclique engendré par fil“fﬂllhui,vi] (resp. par f,-l"fil’l* |tu,vi1)> €t tel que les points
fixes de f; a gauche et a droite de [u;_1, v;_1[ sont u; et v; respectivement.

Remarquons finalement que pour un méme groupe I' les deux possibilités
ci-dessus peuvent coexister (bien entendu, sur des composantes irréductibles
de F;"l’* dont les orbites par I sont disjointes). Il faut tenir en compte aussi que
chaque F?Ol’* peut avoir des composantes irréductibles disjointes de I'intérieur
de toute composante irréductible de T’ i"l’*. Cependant, la restriction de T’ f°1’*
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a ces composantes est résoluble d’ordre de résolubilité au plus égale a i — 1.
Pour cette restriction la description donnée plus-haut peut étre appliquée une
nouvelle fois...

Si I'on ajoute a ce qui précede la proposition de rigidité 2.3 de [34], alors
on a une description assez précise de la dynamique des groupes résolubles
de difféomorphismes de l'intervalle. Dans la suite nous utiliserons cette
description dynamique pour démontrer le théoreme (B). Remarquons que les
énoncés (ii) et (iii) de ce théoréme sont élémentaires et ont été déja démontrés
dans [34]. Le cas ou £ = 2 et I est conjugué a un sous-groupe du groupe affine
est aussi élémentaire. Dans les autres cas, nous allons décrire la dynamique
de N(I') en plusieurs étapes mais de maniére assez claire.

*

Affirmation 1 : le groupe 1“20_1’1 est distingué dans N(I).

Ceci découle du fait qu'un élément de I" appartient a FZ"EI si et seulement s’il

possede des points fixes a I'intérieur de [0, 1[, et cette propriété est préservée
par conjugaison.

Notons qu'une conséquence de cette affirmation est le fait que le groupe
NI/ FZ”:‘ agit comme un groupe de permutations des composantes irréducti-

bles de I3

Affirmation 2 : Taction de J\I(lﬁ)/lﬂzo_l”lk sur cet ensemble de composantes
irréductibles est libre.

Pour tout f € N(I'), ’élément ff,f ' € I' n’a pas de point fixe sur ]0, 1[. Plus
précisément, pour tout x €10, 1[ on a ff,f (x) < x. Il existe donc n € N et

sol, *

g € I',] dépendant de f tels que fff ~1 gexprime sous la forme frg. Dautre
part, pour toute composante irréductible [u;_1, v;_1[ de FZ"};‘, Pensemble des

composantes f,{([uk_l, vs_1l), j € 7Z, est préservé par cet élément ff,f 1. On
en déduit aisément que n = 1, et donc ff,f ! s’exprime sous la forme f,g pour
certain élément g € FZ"_I’I .

Supposons que 'action en question ne soit pas libre et fixons une composante
irréductible [u;,_1, v,_1[ de FZ”:‘ et un élément f € N(I') tels que [ fixe [u_1,
v_1l et tels qu’il existe une composante irréductible [a, b[ de FZ‘E;‘ contenue
dans [f,(vp_1), up_1] vérifiant f(a) > b. Notons u et v les points fixes de f
a gauche et a droite de [a, bl respectivement. Remarquons que u > f3(vp_1)
et v < up_q (voir la figure 1). Pour tout n € N il existe g, € FZ"}I tel que
ffrf~1 = frg,, et donc £, "f/f = (guf) pour tout j,n € N. Les intervalles
frlup—1,vp—1D, n € N, sont donc fixés par f. Par conséquence, f'(0) = 1.

Notons 6 = V(f3;[0, v_1]1). L'estimée (3.4) appliquée a [}, permet de montrer
que pour tout point x €]f,(y_1), up_1l on a

(af V) () = (£ FI 1) (x)

() (x) N 5 N
< A : (f) () <e- (1) ().
Ry " fr(x) yE[Oj”:"l(Ilzk,l)[ Frose ye[ojfznl(gk,n[ I

Puisque f/(0) = 1, pour n € N suffisamment grand on a ((g.f Y)Y (x) < 2e® pour
tout j € N et tout x €1f3(vr_1), uz_1[. De méme, on a ((g,f) ) (x) > 1/2¢° pour
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tout j € N et tout x €lfp(vy_1), up_1[ dés que n € N est suffisamment grand.
Fixons un tel entier positif n. En intégrant ces deux dernieres inégalités on
obtient u 4 (x — u)/2e® < (g.fV(x) < u + 2e%(x — u) pour tout x €lu, v[. En
particulier, en notant [a,,, b,,] = f ~™([a, b]), pour tout j,m € Non a

(4.1) U+ (@m — u)/26° < (guf Viam) < u+ 26%(an — u).
Puisque 'élément g,, appartient a FZ‘EI , il fixe les intervalles [a,,, b,,[, et donc

(guf)Y(am) = f(an) pour tout j, m eN. Fixons m suffisamment grand de sorte
que u+ 2e%(a,, —u) < v. Puisque f/ (am) tend vers v lorsque j tend vers l'infini,
pour j € N suffisamment grand on a f/(a,,) > u+2e%(a,, —u). On obtient ainsi

(gnf)J(am) >u+ 2es(am - u);

ce qui contredit I'inégalité a gauche dans (4.1). Ceci finit la preuve de
Paffirmation.

k

$f
L s Y s ) [ ) )
C ¢ T N b fv ¢ ’
frlur—1) frlop—1) U U upq Up—1
0= up, Up = 1
Figure |

Fixons une composante irréductible quelconque [u),_1, v,_1[ de I‘Z(gi‘ et défi-
nissons une relation d’ordre < sur N(I')/ FZ‘:LI par flfz(ff =< fgI‘Z"i’I lorsque
f1(lup_1, vp—1D) est a gauche de fo([uy_1, vp_1[). Cette relation est totale, bi-
invariante et archimédienne. L’argument de la preuve du théoréeme de Holder

(voir [12]) montre alors qu’il existe une suite exacte
0— I3 — NI) — Hc (R, +) — 0.
Notons que I'image H est non triviale, car I ne fixe pas I'intervalle [uy_1, vs_1l[.
Affirmation 3 : le groupe H est infini cyclique.
Dans le cas contraire le groupe N(I') serait semiconjugué a un groupe de

translations sans y étre conjugué, ce qui contredit le lemme (3.2).

*

Fixons un élément f;, tel que 'image de ]_‘kFZO_I’I engendre ce groupe infini
cyclique H et tel que lintervalle f;,(lus_1, vp_1[) soit & gauche de Ju;_1, vp_1l.
Il existe un entier positif n; tel que f; ‘T Z‘E = fkT‘Z"i’I. Le quotient entre
NI)/T Z‘f;‘ etT'/ FZ‘:LI est isomorphe au groupe fini cyclique d’ordre n;, a cause
de ce qui précede et de affirmation suivante.

Affirmation 4 : le stabilisateur dans N(I') des composantes irréductibles de
FZ(LLI agit trivialement sur le complément de ces composantes.

Supposons le contraire et fixons un intervalle [a, b] contenu dans le

complément des composantes irréductibles de Ffﬂi‘ tel qu’il existe f € N(I')

qui fixe ces composantes et qui vérifie f(a) > b. Notons u et v les points fixes
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de f a gauche et a droite de [a, b] respectivement. L’élément ff;,f ! s’exprime
sous la forme f,g pour certain g € FZO_LI. On a ainsi f, 1 ffr = gf. Pour
n € N notons a, = f}(a) et b, = f;(b). Puisque g appartient a FZ"_LT, il fixe
les points de lintervalle [u,v]. D’apres I'égalité f,"ff; = (gf)" on obtient
f;, "ffi(a) = (gf (@) = f™(a) > b, et donc f(a,) > b, pour tout n € N, contre-
disant ainsi le lemme (3.1).

Pour continuer la preuve du théoréme (B), on raisonne par récurrence. A
un sous-groupe distingué d’indice fini pres (et pour lequel le quotient respectif
est fini et cyclique), on se rameéne a considérer le sous-groupe N,_(I') de
N(I') constitué des éléments qui fixent les composantes irréductibles de FZ‘EI .

Si [ty,_1, Up_1[ est une composante irréductible de FZO_I’I alors la restriction

FZ()_I’I|[uk,1,vk,1[ est distinguée dans la restriction Np_1(I)|r,_,0,_,1- On peut
donc appliquer les arguments précédents sur [u;_1, v;_1[ : le quotient entre
les deux groupes correspondants est un groupe fini cyclique.

On peut continuer a appliquer ce raisonément a la restriction de Ff"l’* a
chacune de ses composantes irréductibles [u;, v;[ tant que I'on ne se soit pas
raméné a I'un des cas suivants :

N

(1) larestriction de Ff"l’* alintérieur de [u;, v;[ est conjuguée & un sous-groupe
non commutatif du groupe affine ;

N

(ii) larestrictionde Ff"l’* alintérieur de [u;, v;[ est conjuguée 4 un sous-groupe
non trivial du groupe des translations.

Affirmation 5 : dans ces deux derniers cas, la restriction de tout f € N;(I') a
[w;, vi[ coincide avec la restriction d'un élément de Ff’ﬂ’* a ce méme intervalle.

Par récurrence on vérifie aisément que la restriction de ffif ! a [u;, vl
est égale a celle d'un élément qui s’exprime sous la forme f,g pour certain
g € l"f"l’*. Sur lintervalle [u;, v;[ on obtient ainsi f,° Yffr = gf, et donc
fr Len g = (gf ) pour tout n € N. Largument de contrdle de la distorsion de la
preuve de I’'affirmation 2 permet de donner une borne uniforme sur Ju;, v;[ des
dérivées des applications f, Lenf, n e N. Ceci entraine que la restriction de
gf alu;, v;[ est I'identité, et donc la restriction de f a [u;, v;[ coincide avec celle
de 'élément g~1 € IS,

Le théoreme (B) découle aisément des affirmations précédentes.

Remarque (4.2). Notons qu’au cours de la preuve du théoreme (C) nous
avons démontré un fait qui a priori n’était pas évident : pour i € {1,---, &k},
chacun des sous-groupes I‘?OL* de I est distingué dans N(I'). I’étude de la suite
de groupes résolubles I' € N(I') € N(N(I')) C ... semble étre intéressante. Par
exemple, on peut se demander si cette suite se stabilise en un nombre fini de
pas ou si elle croit a chaque étape.

Malheureusement, il est difficile de donner des résultats précis sur la
structure du groupe quotient N(I')/T". Ceci est dii au fait que N(I") peut contenir
des difféomorphismes qui sont des «produits infinis» d’éléments de I" dont les
intérieurs des supports sont deux a deux disjoints. Voici un exemple d’une telle
situation.
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Exemple (4.3). Considérons le difféomorphisme f de [0, 1] et le champ de
vecteurs X du deuxiéme exemple du §1 de [34]. Définissons un autre champ de
vecteurs Y sur [0, 1] en posant Y(x) = X(x)six € [a, blet Y(x) = O0six ¢ [a, b].
Désignons par g le difféomorphisme obtenu en intégrant le champ X au temps
1, et par {A’ : ¢ € R} le flot associé a Y. Considérons maintenant le groupe I'
engendré par les éléments de ce flot et ceux de la famille {g"fg™" : n € Z}.
C’est un groupe métabélien de difféomorphismes de I'intervalle. D’autre part,
le difféomorphisme g appartient évidemment a N(I'). Cependant, il n’est pas
difficile de vérifier que 'on peut choisir les facteurs ¢,, de la définition du champ
X de sorte que g n’appartienne pas a I', tout en respectant les propriétés de
régularité de X. Notons que pour x € [f*1(b), f*(b)] on a g(x) = f*hTf~"(x),
ouT, = []'t. Le difféomorphisme g € N(I') peut ainsi étre pensé comme
étant «le produit infini» des éléments f"h™"f~" € T, avec n € Z.

Remarque (4.4). Une lecture attentive des arguments de [32] permet de
vérifier que le théoreme (B) s’étend au groupe G¢(R, 0) (resp. 9’1(}1%, 0)) des
germes de difféomorphismes (resp. de difféomorphismes formels) analytiques
réels de la droite qui fixent l'origine et préservent l'orientation (voir la propo-
sition 3.4 de [13]). Plus précisément, le normalisateur de tout sous-groupe
résoluble I' de G2 (R, 0) ou de §(R, 0) est résoluble (et donc métabélien : voir le
§6 de [34]). Dans ce contexte, la structure du groupe quotient N(I')/T" est a peu
pres claire. Des résultats analogues sont valables dans Diff (S'), Diff ([0, 1[)
et Diff (R) (ceci est & comparer avec [5]).

Les propriétés de rigidité des sous-groupes résolubles de Diff f’Vb([O, 1D
discutées plus haut donnent lieu a d’autres questions intéressantes. En voici
deux exemples.

Exemple (4.5). Rappelons que deux groupes de type fini sont dits quasi-
isométriques si leurs graphes de Cayley associés sont des espaces métriques
quasi-isométriques (voir [14] pour plus de détails). Quelques propriétés
algébriques, telles que la nilpotence et la moyennabilité, sont invariantes (a
indice fini prés) par quasi-isométrie. La résolubilité ne 'est cependant pas :
un exemple concernant ce phénomene peut étre trouvé dans [10]. La question
qui se pose de maniere naturelle dans notre contexte est la suivante : siI'; est
un sous-groupe résoluble et de type fini de Diff f"b([O, 1[) et I'y est un groupe
quasi-isométrique a I'y, alors I'y est-il virtuellement résoluble ?

Exemple (4.6). Etant donné un groupe I engendré par une famille I'! = {fi}
d’éléments, on pose I'(0) = {id}, I'(1) = I'l, et pour £ > 2 on définit par
récurrence

T(k) = {[f*, g*: f eT(k—1),g e T(k — 1) UT(k — 2)}.

On dit que I' est pseudo-résoluble 81l existe n > 1 tel que I'(n) est réduit a
I'identité.

Remarquons que si 'on définit de maniere analogue la notion de pseudo-
nilpotence, alors il est facile a démontrer que tout groupe pseudo-nilpotent est
en fait nilpotent. L'existence de groupes pseudo-résolubles et non résolubles a
été déja remarquée dans [13]. Dans ce méme article, il est démontré que tout
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sous-groupe pseudo-résoluble de Diff*(S!) est résoluble. Nous ignorons si ceci
reste vrai pour les sous-groupes de Diff f"b(Sl) ou de Diff be([O, 10).

5. Sous-groupes a croissance sous-exponentielle de Diff f"b([O, 1D

Parmi les groupes a croissance exponentielle on trouve les groupes fon-
damentaux de variétés compactes a courbure négative (voir [31] et [44]), les
groupes résolubles non virtuellement nilpotents (voir [1], [30] et [48]), les sous-
groupes non virtuellement nilpotents des groupes de Lie (voir [46]). Enfin, si
I' contient un semigroupe libre a deux générateurs alors sa croissance est ex-
ponentielle, mais la réciproque n’est pas toujours valable (voir [37]). D’autre
part, un théoréme célebre di a M. Gromov stipule qu'un groupe de type fini est
a croissance polynomiale si et seulement si il contient un sous-groupe nilpotent
d’indice fini (voir [21]).

Le résultat général suivant est a comparer avec quelques résultats obtenus
par dJ. Plante et W. Thurston dans [41], suivant lesquels tout sous-groupe nilpo-
tent de Diff"™([0, 1]) (resp. de Diff*"""(R)) est abélien (resp. métabélien). A
la fin de ce paragraphe nous étudierons un contre-exemple a la proposition
ci-dessous dans le cas ou 'hypothese de régularité n’est pas satisfaite.

PROPOSITION (5.1). Si T est un sous-groupe a croissance sous-exponentielle
de Diff """ ([0, 1[) (resp. de Diff:""*(R)), alors T est abélien (resp. métabélien).

La preuve de cette proposition sera obtenue a partir de quelques lemmes
dont les idées seront importantes dans la suite. Commencons par formaliser un
critere simple et bien connu pour trouver des semigroupes libres a l'intérieur
d’un groupe d’homéomorphismes de la droite.

LEMME (5.2). Soient f et g deux homéomorphismes directs de la droite.
Supposons qu’il existe un intervalle [a, bl tel que Fix(f) N [a,b] = {a, b} et
tel que soit g(a) €la, bl, soit g(b) €la, bl. Alors le groupe engendré par f et g
contient un semigroupe libre a deux générateurs.

Preuve. Supposons le premier cas, I’'autre étant analogue. Quitte a changer
f par son inverse, on peut supposer que f(x) < x pour tout x €la, b[. Notons
¢ = gla) €la, bl et fixons un point d’ €lc, b[. Puisque gf"(a) = ¢ pour tout
n € N et puisque gf™(d’) converge vers c lorsque n tend vers I'infini, pour n
suffisamment grand il existe au moins un point fixe de gf” sur [a, d’]. Fixons
un tel entier positif N et considérons I'infimum d des points fixes de gfv sur
la,b[. Pour M € N suffisamment grand on a f(d) < c¢. Une application
simple du lemme du ping-pong de Klein sur [a, b] montre finalement que le
semigroupe engendré par fM et gfV est libre (voir [22]). O

Le lemme (3.1) permet d’établir un autre critére pour trouver des semi-
groupes libres dans des sous-groupes de Diff 1++Vb([0, 1[) qui sera assez souvent
utilisé. Il jouera parfois le role de I'un des résultats de [43] (voir aussi [27]),
suivant lequel tout groupe de type fini, résoluble et non virtuellement nilpo-
tent, contient un semigroupe libre a deux générateurs.

LEMME (5.3). Soient f et g deux éléments de Diff }f'b([O, 1) tels que f(x) < x
pour tout x €]0, 1[ et soit [u, vl un intervalle contenu dans 10, 1[ tel que g(x) < x
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pour tout x €lu,vl, gw) = u, gv) = vet fv) < u. Soit [a,b] Clu,vl un
intervalle tel que g(b) < a. Supposons que pour chaque n € Z on ait que soit
£ g f™(a, b)) est égal & g'([a, b]) pour tout i € 7, soit f"g'f*([a, b]) est égal
a g '(la, b)) pour tout i € 7, soit f~"g'f™([a, b]) est égal & [a, b] pour tout i € Z.
Alors le semigroupe engendré par f et g est libre.

Preuve. Par commodité, pour n € Z notons a, = f"(a). D’apres ’hypothese
et le lemme (3.1), pour n € N suffisamment grand on a g(a,) = a,. Fixons
le plus petit de ces entiers positifs N. Soient A = frg™ fr...gMmfm et
B = gifPs gl ... fP1gh deux mots, avec m;, n;, p;, q; des entiers positifs, n > 0
et ¢ > 0. On doit démontrer que A et B ne représentent pas le méme élément
du groupe engendré par f et g. Pour cela il suffit de remarquer que, par la
définition de N, on a A(ay_1) = ay, ou M = N — 1+ n+ >, n;, alors que
silonnote M’ = ), p;ona Blay_1) = fM'(g‘h(aN,l)), et ce dernier point ne
peut pas étre égal a aucun des a,, comme l'on vérifie aisément a partir du fait
que gf(an_1) # aN_1. O

Voici finalement un lemme qui donne la structure des groupes virtuellement
abéliens de difféomorphismes de 'intervalle.

LEMME (5.4). Soit I' un sous-groupe de Diff }r+Vb([O, 1D. Si T contient un
sous-groupe abélien d’indice fini alors I lui aussi est abélien.

Preuve. Soit [a, b] I'une des composantes irréductibles du sous-groupe
abélien d’indice fini I'g. Il est facile de voir que [a, b[ est aussi une com-
posante irréductible de I'. On se ramene ainsi au cas ou 'y n’a pas de point
fixe a I'intérieur de [0, 1[. D’apres le §3, le groupe I'y est contenu dans le flot
topologique associé a n’importe quel de ces éléments non triviaux. Si f appar-
tient a I' alors il existe n € N tel que f™ appartient a I'y. Le difféomorphisme
f™ appartient donc au flot qui contient I'y. Par conséquence, f lui aussi appar-
tient a ce flot. On en déduit que I est contenu dans un groupe a un parametre.
En particulier, il est abélien. O

Remarque (5.5). Le lemme précédent s’étend aux groupes résolubles. Plus
précisément, si un sous-groupe I' de Diff TVb([O, 1[) contient un sous-groupe
d’indice fini et résoluble d’ordre de résolubilité égal a £ > 1, alors I' lui
aussi est résoluble d’ordre k. La preuve est obtenue a I'aide du théoreme
(B). Ceci est a comparer avec la remarque du §3 de [39], suivant laquelle
les sous-groupes virtuellement polycycliques de Diffi([O, 1[) (et en fait de
Diff be([O, 1[)) sont eux aussi polycicliques. Des résultats analogues sont
valables pour des sous-groupes virtuellement résolubles de Diff fer(Sl) et de

Diff }f"b(R). Finalement, tout sous-groupe virtuellement résoluble de 9101@, 0)
est métabélien. Ce dernier fait est obtenu aisément a partir de la classification
de Nakai (voir [32] ou bien [13] et [34]).

Preuve de la proposition (5.1). Considérons d’abord le cas de l'intervalle.
Sans perte de généralité, on peut supposer que I' n’a pas de point fixe sur
10, 1[. Comme la croissance de I' est sous-exponentielle, il existe une mesure
de Radon v sur ]0, 1[ qui est invariante par I’action de I" (voir [40]). Si cette
mesure n'a pas d’atome alors I" est semiconjugué a un sous-groupe dense du
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groupe des translations. D’apres le lemme (3.2), I" est conjugué a un groupe de
translations. En particulier, I" est abélien.

Supposons maintenant que v possede (au moins) un atome p €]0, 1[. Soient
P, € Z, les points de lorbite de p = py ordonnés de maniere telle que
DPn > Pny1 pour tout n € Z. Il existe f € I' tel que f(p) = p1, et donc f™(p) = p,
pour tout n € Z. Le groupe des commutateurs I'' = [T, I'] est contenu dans le
stabilisateur I'* des intervalles [p, 1, p,]. Pour finir la preuve de ’abélianité
de I', nous allons montrer que cet stabilisateur I'* est trivial.

Supposons le contraire. Le groupe I'* est distingué dans I' et I'/T"™* est
isomorphe a (Z, +) ; son générateur est fI'*. Supposons d’abord que la
restriction de I'* a chacun des intervalles Ip, 1, p.[ soit abélienne. Dans ce
cas I' est résoluble. D’apres [21], [30], [41], [43] ou [48], le fait que I est a
croissance sous-exponentielle entraine qu’il est nilpotent a indice fini pres.
Par le théoreme de Plante et Thurston, I" est abélien a indice fini pres (voir
[41]). Finalement, d’apres le lemme (5.4), I" est abélien.

Supposons maintenant que la restriction de I'* a I'intervalle 1p1, pol ne soit
pas abélienne et fixons une composante irréductible [u, v] de I'* sur laquelle la
restriction correspondante ne soit pas conjuguée a un groupe de translations.
Par le théoreme de Holder, il existe un élément hy € I'* et un intervalle
[a, b] C [u,v] tels que Fix(ho) N [a, b] = {a, b} et tels qu’au moins I'un des
points a ou b appartient a lu, v[. Par le lemme (5.2), pour tout 2 € I'* on a soit
h([a, b]) = [a, b], soit A(la, b[)N]a, b[= (. Considérons la relation d’ordre < sur
la restriction de I'* a [, v] donnée par k1|, < kol si ki1(Ja, b)) est a gauche
de ho(la, b)). Cette relation d’ordre est totale, bi-invariante et archimédienne.
L’argument de la preuve du théoréme de Holder plus le lemme (3.2) et le fait
que [a, b] n’est pas une composante irréductible de I'* entrainent I’existence
d’une suite exacte

0—G—I"yy—Z+) — 0,

ou G désigne le stabilisateur dans I'* de [a, b]. Soit g € I'* un élément tel que
&G engendre I'*|;,,1/G ~ (Z, +). Par définition, 'orbite par I'* de I'intervalle
[a, b] est égale a {g'([a, b]) : i € Z}. Nous sommes donc sous les hypothéses du
lemme (5.3), et la conclusion de ce lemme permet d’obtenir une contradiction.
La preuve de la premieére partie de la proposition est donc terminée.

Pour finir la preuve complete de la proposition, montrons que la preuve
de laffirmation relative a un groupe I' a croissance sous-exponentielle de
difféomorphismes de la droite peut étre obtenue a partir de celle concernant
les difféomorphismes de l'intervalle. En effet, ceci est clair si I' possede au
moins un point fixe sur R (dans ce cas le groupe I" est abélien). Considérons
le cas contraire. Le groupe I' étant a croissance sous-exponentielle, d’apres
le théoreme de Plante cité plus haut, il existe une mesure de Radon v sur R
invariante par I'. Si ' n’a pas d’atome alors il est semiconjugué a un groupe
de translations de la droite. Sinon, l'orbite de tout atome de v est discreéte.
Quelque soit le cas, on démontre aisément que le groupe I'' posséde des points
fixes sur la droite. Puisque tout sous-groupe de type fini de I est & croissance
sous-exponentielle, la premiere partie de la proposition entraine qu'un tel
sous-groupe doit étre abélien. Le groupe I” est donc abélien, ce qui montre
la métabélianité de I'. Ceci achéve la démonstration. O
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La proposition (5.1) n’est pas valable pour des groupes a croissance polyno-
miale de difféomorphismes de classe C! de l'intervalle. En effet, dans [11],
B. Farb et J. Franks démontrent que Diff 1+([0, 1]) contient tous les groupes
nilpotents de type fini et sans torsion.

En ce qui concerne les groupes a croissance sous-exponentielle, rappelons
d’abord qu’une question générale fut posée par J. Milnor dans [29]. Cette
question consistait a savoir si tout groupe de type fini est a croissance soit
polynomiale soit exponentielle. La réponse (négative) a cette question a été
obtenue par R. Grigorchuk, qui a construit dans [16] un exemple d’un groupe
de type fini a croissance intermédiaire. D’autres exemples de tels groupes
apparaissent dans [17]. Le dernier d’entre eux, que nous désignérons par H, se
trouve d’étre de plus ordonnable, comme il fut démontré par la suite dans [19].
Il est donc réalisable comme un sous-groupe du groupe des homéomorphismes
directs de la droite (voir [12]). Nous donnerons dans la suite une réalisation
plus concrete de ce groupe, ce qui permettra de démontrer qu’il se plonge
dans le groupe des homéomorphismes bilipchitziens de [0, 1]. Nous ignorons
si H peut étre réalisé comme un groupe de diffSomorphismes de classe C!
de lintervalle, et en général s’il existe des sous-groupes de Diff 1+([0, 1D a
croissance intermédiaire.

Les exemples de groupes de torsion a croissance intermédiaire construits
dans [16] et dans [17] sont obtenus comme des sous-groupes du groupe des
isométries d’'un arbre enraciné homogene (de valence finie). Nous montrerons
que le groupe H considéré au §5 de [17] et dans [19] s’identifie de maniére
naturelle a un sous-groupe du groupe des isométries de I'arbre enraciné T
dont la valence de chaque sommet est infinie (dénombrable).

Désignons par () l'espace Z", ou N = {1,2,---}. Définissons I'application
a:Q — Qparalxy,x,---) = (x1 + 1,x9,---). Des applications b, ¢ et d
sont définies de maniere récursive en utilisant la convention (x1, (xg, x3, - -+ )) =
(x1, %9, x3, - - - ) et en posant

x1, a(xg, x3, -+ )), x1 pair ;
b(xl: X9, X3, * " - ) == ( L ( 2 %3 ))’ 1 p , .
(1, c(x2, x3, - - - )), x1 impair ;

(1, alxg, x3, - -+ )), x1 pair;

c(xy, xg, x3, -+ ) = impai
(21, X9, X3, +++) { (x1, d(x9, 3, - - -)), x1 impair ;

(x1, X2, x3,--+),  x1 pair;
dlx1, xp, x5, - +) = { (x1, b(xg, x3, - - - ), x1 impair.

Le groupe H engendré par a, b, ¢ et d s’identifie de maniére naturelle a un sous-
groupe du groupe des isométries de T,. Il est facile de vérifier que ce groupe
est isomorphe a celui considéré dans [19]. Le groupe H peut étre pensé aussi
comme un sous-groupe du groupe des homéomorphismes du bord a I'infini de
Js. Cest en regardant cette action que nous réalisérons le groupe H d’abord
comme un groupe d homéomorphismes de l'intervalle [0, 1], puis comme un
groupe d’homéomorphismes bilipchitziens de ce méme intervalle.

Comme dans [17], considérons deux homomorphismes ¢g et ¢; du sous-
groupe de H engendré par b, ¢ et d vers H définis par

dob) =a, d¢olc)=a, ¢o(d)=id;
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d1b)=c, ¢ilc)=d, ¢i(d)=0b.
Pour chaque n-uple finie (xy, - - - , x,) € Z" choisissons unnombre ¢, ... ,, > 0
de sorte que

(5.6) > ly=1 > Loy =Lluy i,y lim sup fyy =0

—+00
Y1€Z Yn€Z X1, ,%n €Z

Posons
Lxl;"':xn - Lx1,“',xn71 + E : gxl;'“;xn—l»yn’
Yn<Xn

et définissons l'intervalle I, ... ., de longueur ¢, ... ., par

Ix1,~~,xn = [Lx1,~~,xn_1,xn: Lxl;"';xn—1;1+xn] .

Notons A = Npen Uy,,... y, int(Iy, ... 5.). Chaque point p € A est codé par une
unique suite x1, x9, - - -, de sorte que p = Np>11y, ... x,. Notons Xy, X, - - - la suite
réduite modulo 2 correspondante. Soit n le premier entier positif (s’il existe)
tel que ¢z, o --- o ¢z, (b) est égal a id ou & a. Définissons B(p) = p dans le
premier cas, et dans le deuxieme posons B(p) = N1l 51,1450 %011, 2n 14+
Ceci définit Papplication B sur un sous-ensemble dense de A. Des applications
C et D sont définies de maniere analogue a partir des éléments c et d de
H respectivement. Quant & 'élément @ € H, pour p = Ny>1l;,,... », posons
simplement A(p) = Mp>1l142,29,-,x,- 1l est facile de montrer & partir de
la troisieme des propriétés (5.6) que les quatre applications A, B, C et D
s’étendent continiment en des homéomorphismes de I'intervalle [0, 1] sur lui
méme. Le groupe H s’identifie ainsi a un groupe d’homéomorphismes directs
de [0, 1].

Pour rendre ces homéomorphismes bilipchitziens il est clair qu’on doit
choisir les valeurs des /., ... ,, de maniére plus soigneuse. Supposons donc
que ces suites satisfont (5.6) et que

(5.7 lim sup

9n1 =00y, ynsn €L

fxly"';xn—1:1+yn;ynA1;"':yn+k o 1’ =0
gxb"':xn—lxyn:yrwrl:'”:yn+k

pour tout x1, - -+, x,-1,

(5.8 et sup

X1, 3 Xn— 1%, s X 1 R €L

gxl,"';xn—1;1+xn;er+1"‘;xn+k _ 1‘ =M< co

exl;“‘ sXn—1%nXn+15" " s Xntk

(il est facile de vérifier I'existence de telles suites). Des applications A, B, C et
D peuvent alors étre définies de la méme maniere qu’on I'a fait auparavant. La
preuve du fait que ces applications s’étendent en des homéomorphismes bilip-
chitziens de [0, 1] n’est pas compliquée. Nous en donnerons une démonstration
indirecte qui montre que H peut étre approché (en topologie C°) par des groupes
de difféomorphismes de classe C! de [0, 1]. Pour cela nous aurons besoin du
lemme suivant, da a J. C. Yoccoz (voir [11]), et dont nous ne donnons que le
schéma de la preuve.

LEMME (5.9). A chaque paire d’intervalles compactes I, J on peut associer
un difféomorphisme direct (I, J) de I sur J de classe C™ de sorte que
(1) pour tout I, J, K on a y(J, K) o (I, J) = (I, K),
(i) si x est une extrémité de I alors (I, J)Y (x) = 1,
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() pour tout & > 0 il existe § > 0 tel que si |1~ [I|/M|| < 8 alors
sup,c; [(L J)(x) — 1| < &.

Schéma de la preuve. Pour u > 0 on considere le difféomorphisme ¢, :

10, 7 /u[— R défini par

o 2 u?

Sia,b > 0 alors on définit ,; : [0, a] — [0, b] par ¢, (0) =0, ¥, (a) = b et
wa’b(x):wﬂ/bog[;;/t(x)pourx €10, a[. Finalement, on définit ¢«([q, ], [a’, '])(x) =
waa,b’fa’(x —a)+a.

Pour chaque n € N nous allons définir des difféomorphismes A,, B,, C, et
D,, de classe C! de [0, 1] de sorte que les différentes suites de dérivées soient
unifomément bornées et on ait 1a convergence (en topologie C°) de A, (resp. de
B,, C, et D,) vers A (resp. vers B, C et D). Nous allons donner la définition
explicite pour B, les autres étant analogues. Fixons un point p € [0, 1]. Soit
X1, -, %, une suite telle que p € I, ... ,,. De nouveau, notons X, ---, X%, la
suite réduite modulo 2 correspondante. Il peut se présenter trois cas :

(i) ¢z, 0oz, (b) est bien défini et égal a id : dans ce cas posons B,(p) = p;
(i) il existe un entier positif £ < n tel que ¢z, o - o ¢z, est défini
sur b et ¢z, o --- o ¢z(b) = a : dans ce cas définissons B,(p) =
dj(le,“':xk—lsxk:xk+1:"‘:xn’ le:"',xk—1:1+xk:xk+1:'“,xn )(p) ;
(iii) ¢z, 0 - -0z (b) est bien défini et différent de a et de id : dans ce cas posons
Bn(p) =D.

La propriété (5.7) ainsi que celles des applications (I, J) montrent que
A,, B,, C, et D, sont des difféomorphismes de classe C! de lintervalle.!
La propriété (5.8) montre que les dérivées de ces applications sont uni-
formément bornées par une constante C(M). Puisque elles convergent en
topologie C° vers A, B, C et D respectivement, ces derniéres applications
sont C(M)-lipchitziennes. Pour terminer la preuve du fait que H se réalise
comme un groupe d’homéomorphismes bilipchitziens de [0, 1], on peut appli-
quer 'argument précédent aux inverses de ces applications. Remarquons fi-
nalement que la constante M (et donc C(M)) peut étre choisie aussi proche de
1 que 'on veut.

Remarque (5.10). L'action de H sur l'intervalle est en quelque sorte «<nature-
lle». Le théoréeme 6.8 de [12], le corollaire 1 de [24] et le lemme 9 de [26]
permettent de justifier cette affirmation.

Remarque (5.11). L’élément a? appartient au centre du groupe H. Ainsi,
pour démontrer que ce groupe ne se plonge pas dans Diff ff"b([O, 1[), ce n’est
pas nécessaire d’utiliser la proposition (5.1) en toute sa puissance : il suffit
d’appliquer directement le lemme de N. Kopell.

Le groupe H,, engendré par A,, By, Cy, et D,, est un quotient de H : si 'on regarde I’action de
H sur 'arbre enraciné T, alors H,, s’identifie au quotient de H par le stabilisateur du niveau n
de l'arbre.
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6. Vers une classification générale

Commencons par donner la preuve du théoreme (A). Elle sera faite bien str
par récurrence sur «. Pour o = 1 Iaffirmation découle de la proposition (5.1).
Supposons maintenant que I'affirmation soit valable pour des sous-groupes
sous-exponentiellement moyennables de Diff f”Vb([O, 1[) appartenant a SGy, et

soit I' un sous-groupe sous-exponentiellement moyennable de Diff f"b([O, 1D
appartenant a SGy, ;. Laclasse SG; ; étant fermée par passage aux quotients,
on peut supposer, sans perte de généralité, que I' n’a pas de point fixe sur 10, 1[.

Le groupe I' ayant été obtenu par une opération d’extension, il existe un
sous-groupe distingué G de I' appartenant a SG,, tel que H = I'/G appartient
a SGy. Par I'hypothese de récurrence, le groupe G est résoluble d’ordre de
résolubilité s < k. Désignons par G* le stabilisateur dans I' des composantes
irréductibles de G. C’est un sous-groupe distingué de I'. De plus, a partir du
théoreme (B) on déduit aisément que G* est résoluble d’ordre de résolubilité
au plus égale a s + 1 < & + 1. En fait, son ordre de résolubilité est au plus
s < klorsque s # 1.

PROPOSITION (6.1). Le quotient I'/G* est soit trivial soit isomorphe & (Z, +).
Dans ce dernier cas, un élément f € 1" engendre I'/G* si et seulement si pour
toute composante irréductible [a, bl de G*, les intervalles la, bl et f(la, bl) sont
disjoints et il n’y a pas de composante irréductible de G* appartenant & Lorbite
de la, bl par T entre ces deux intervalles.

La preuve de cette proposition est analogue a celle de la proposition (5.1),
mais techniquement un peu plus délicate. Elle sera faite en plusieurs étapes.

Affirmation 1: soient [a, b[ une composante irréductible de G et f un élément
quelconque de I" qui ne fixe pas [a, bl ; si u et v désignent les points fixes de f
a gauche et a droite de [q, b[ respectivement, alors pour tout g € I' on a soit
g([u, v]) = [u, vl, soit g(Ju, vD)Nu, v[= 0.

Pour montrer cela, supposons le contraire et considérons le cas ou il existe
g € T tel que g(u) €lu,vl, le cas ou g(v) €lu, vl pour certain g € I" étant
analogue. Quitte & changer f par f !, on peut supposer que f(x) < x pour tout
x €Ju, v[. Reprenons les arguments de la preuve du lemme (5.2). Pour M et
N suffisamment grands, il existe d €]u, v[ tel que les applications gV et fM
vérifient gfV(x) > x pour tout x €lu, d[, gfN(d) = d et fM(d) < g(w) = gf N(w).
Pour n € N suffisamment grand, l'intervalle [a/, 5] = f"([a, b]) est une
composante irréductible de G contenue dans Ju, d[. Une application du lemme
du ping-pong de Klein montre que si h; et hy sont des mots distincts en des
puissances positives de gf N et fM, alors hi([a/, b']) # ho([a’, b']). Cela entraine
que 711G # hyG. Le semigroupe de I'/G engendré par gf VG et fMG est donc
libre, ce qui contredit le fait que H = I'/G appartient a SG.

Affirmation 2 : avec les notations de I'affirmation 1,onau=0etv = 1.

Pour montrer cette affirmation, considérons indépendamment les deux
possibilités qui peuvent se présenter.

Cas (1) : Taction du stabilisateur de [u,v] dans I' sur I'ensemble des
composantes irréductibles de G contenues dans [u, v] est libre.
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Dans ce cas, en utilisant 'argument de la preuve du théoréeme de Hélder, on

montre qu’il existe une suite exacte
0— Gy — Iy —H CR+) —0,

ou Iy, ,, désigne la restriction a [, v] du stabilisateur de [u, v] dans I" et G}, ;;
désigne le stabilisateur de [a, b] dans I7, ;. Soit 2 € G[*a,b] tel que AG, ,,
n’est pas trivial dans le quotient correspondant. Si [u, v[# [0, 1[ alors il existe
g € T tel que g(Ju,vl) est a gauche de Ju,v[. En reprenant les arguments
de la preuve du lemme (5.3) on constate que si h; et hs sont des mots en
des puissances positives de g et h, alors il existe un entier N € N tel que
pour [ay_1,by_1] = gV (a, b)) on a hi(lay_1,bn-1]) # ha(lan_1, by_1)).
Puisque [ay_1, by_1] est une composante irréductible de G, cela entraine que
le semigroupe de I'/G engendré par gG et hG est libre, ce qui contredit le fait
que H =I'/G appartient a SG.

Cas (ii) : Yaction du stabilisateur de [u,v] dans I' sur 'ensemble des
composantes irréductibles de G contenues dans [u, v] n’est pas libre.

Fixons dans ce cas un élément f € I tel qu'il existe un intervalle [a/, '] C
[u, v] qui contient des composantes irréductibles de G et pour lequel on a
Fix(f) N [a/,b'] = {a’,b'} et au moins 'un des points a’ ou & appartient a
Ju, vl. Dargument de la preuve de I'affirmation 1 montre que tout élément de
G envoie Ja’, b'[ sur lui méme ou sur un intervalle disjoint. On démontre ainsi
qu’il existe & € G tel que h(la/, b'[)N]a’, b'[= 0 et tel que l'orbite de [a/, b'] par
G est I'ensemble {hi([a’,b']) : i € Z}. Si l'on suppose [u, v[# [0, 1[ alors en
appliquant les arguments de la fin du cas (i) a l'intervalle [a/, '] on obtient
une contradiction. Ceci finit la preuve de I’'affirmation 2.

Puisque les affirmations 1 et 2 sont valables pour n’importe quelle com-
posante irréductible [a, b[ de G, un élément de I" est dans G* si et seulement si
cet élément fixe au moins une composante irréductible de G. Fixons une telle
composante [a, b[ et définissons une relation d’ordre < sur le groupe quotient
I'/G* par f1G* < foG* lorsque f1(la, b]) est a gauche de fa(la, b[). Cette rela-
tion est totale, bi-invariante et archimédienne. L'argument de la preuve du
théoreme de Holder montre alors qu’il existe une suite exacte

0—G" " —I—HC®R +)—0.

Affirmation 3 : le groupe H* est trivial ou infini cyclique.

En effet, dans le cas contraire le groupe I' serait semiconjugué a un groupe
de translations sans y étre conjugué, contredisant le lemme (3.2).

Affirmation 4 : le groupe G* agit trivialement sur le complément de la
réunion des composantes irréductibles de G.

La preuve de ceci est analogue a celle de la preuve de I'affirmation 4 de la
démonstration du théoréeme (B).

Finalement, on remarque aisément que les affirmations 1, 2, 3 et 4 en-
trainent la validité de la proposition (6.1).
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Preuve du théoreme (A). D’apres la proposition précédente, le groupe dérivé
I = [T, I'] est contenu dans G*, et I" est donc résoluble. Si s # 1 alors l'ordre
de résolubilité de I"” est au plus égal a s < k&, et ceci entraine que l'ordre de
résolubilité de I' est au plus s + 1 < & + 1. Considérons maintenant le cas
ou s = 1. Le probleme qui peut se présenter dans ce cas consiste en ce que
le groupe G* peut étre métabélien et H* infini cyclique. Plus précisément,
le restriction de G* a certaines de ses composantes irréductibles peut étre
conjuguée a laction d’'un groupe non abélien de transformations affines, de
sorte que le groupe I soit une extension par (Z, +) d’'un produit de groupes
conjugués a des groupes de transformations affines dont au moins I'un des
facteurs est non abélien. Or, dans ce cas, les arguments de la preuve de
Paffirmation 3 dans la démonstration du théoréme (A) de [34] montrent que
le quotient I'/G est un groupe résoluble d’ordre de résolubilité égal a 2. Ceci
contredit évidemment le fait que I'/G appartient 4 SG;. La preuve du théoreme
(A) est achevée. 0

La description complete des sous-groupes sous-exponentiellement moyenna-
bles de Diff i*Vb([O, 1[) n’est pas si simple que celle des sous-groupes résolubles.
Les exemples ci-dessous de sous-groupes de type fini de Diff>°([0, 1]) qui sont
sous-exponentiellement moyennables et non résolubles montrent ce fait.

Exemple (6.2). Fixons d’abord deux suites de points (a;) et (b;) telles que a; <
b;, ap = 0, by = 1, et telles que pour tout i > 1 l'intervalle [a;, b;] soit contenu
dans Ja;_1, b;_1[. Pour i > 0 fixons un difféomorphisme g; : [a;, b;] — [a;, b;]
de sorte que g;(x) > x pour tout x €la;, b;[, gi(a;11) = b;y1, et tel que g; soit
infiniment tangent a I'identité aux extrémités. Etendons g; a [0, 1] en posant
gi(x) = x pour x ¢ [a;, b;]. Notons f = gy, et définissons g : [0, 1] — [0, 1] par
gx) =xsix €[0,ailet g(x) = figi1f " pourx € fi(lay, bil),i > 0. Il est facile
de voir que si les suites (a;) et (b;) ont été bien choisies (par exemple, si la valeur
de (b;11 —ai1)/(b; — a;) tend vers zéro a une vitesse hyper-exponentielle), alors
g est un difféomorphisme de classe C* de [0, 1] infiniment tangent a 'identité
aux extrémités.

Soit I le sous-groupe de Diff°([0, 1]) engendré par f et g. Remarquons que
pour chaque n € N, le sous-groupe de I" engendré par la famille d’éléments
{f"gf",---,8 - ,f"8f "} est résoluble d’ordre de résolubilité égal a 2n+1.
De plus, le sous-groupe G de I' engendré par la famille {f~'gf’ : i € Z} est
distingué dans I', et le quotient I'/G s’identifie a (Z, +) (son générateur est
fG). Ceci montre bien que I est sous-exponentiellement moyennable. D’autre
part, I n’est pas résoluble, car il contient des sous-groupes résolubles d’ordre
de résolubilité arbitrairement grand.

Exemple (6.3). Fixons des points a, b, c,d dans ]0, 1[ de sorte que 0 <
a <c<d< b< 1 Soitf un diffomorphisme de classe C* de [a, b]
infiniment tangent 4 l'identité aux extrémités et tel que f(c) = d. Etendons
f en un difféomorphisme de [0, 1] en posant f(x) = x pour x ¢la, b[. Soit
g un difféomorphisme de classe C* de [0, 1] infiniment tangent a l'identité
aux extrémités, avec un unique point fixe a I'intérieur, et tel que g(c) = a et

gld)=b.
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Désignons par I' le sous-groupe de Diff>°([0, 1]) engendré par f et g. Pour
chaque n € N le sous-groupe I', de I' engendré par {f; = g~fg’ : |i| < n}
est résoluble d’ordre de résolubilité égal a 2n + 1. De plus, le sous-groupe
G = Upenl',, est distingé dans T, et le quotient I'/G est isomorphe a (Z, +) (son
générateur est gG). Le groupe I est donc de type fini, sous-exponentiellement
moyennable et non résoluble.

Remarque (6.4). 1l n’est pas difficile de modifier les exemples précédents
pour ainsi obtenir des sous-groupes de Afm ([0, 1]) vérifiant des propriétés
analogues a celles des groupes y construits.

Le plus intéressant des exemples précédents est sans doute le deuxieéme,
car on y voit aparaitre de maniere claire un phénomene interdit aux groupes
résolubles. Plus concrétement, si ’on désigne par R(oc) la famille de groupes
qui sont des réunions directes de groupes dans r(i), avec i € N, alors le
normalisateur d’un sous-groupe de Diff }r+Vb([0, 1[) appartenant a R(co) et sans
point fixe a l'intérieur de [0, 1] n’appartient pas forcément a R(co) (ce fait est
a comparer avec le théoreme (B)). On peut néanmoins décrire de maniére
explicite la structure de ce normalisateur dans des cas ou la dynamique du
groupe en question est relativement simple. Pour cette description nous aurons
cependant besoin de quelques notations.

Soit I' un sous-groupe de Diff f"b([O, 1[) sans point fixe a l'intérieur qui
est une réunion directe d'une famille dénombrable de groupes résolubles.
Pour chaque sous-groupe résoluble non trivial G de I' notons £(G) son ordre
de résolubilité. Désignons par F la famille des sous-intervalles [u, v] de
[0, 1] qui sont des composantes irréductibles d’au moins I'un des GiS(’l, ou
ie{l--,kG)}, et définissons F = F U {[0, 1]}. Supposons que pour tout
[u,v] € F il existe un unique intervalle [, 0] € F tel que [, v] Cli, O[ et tel
qu’il n’existe aucun [¢/, v'] € F vérifiant [u, v] Clu/, v'[ et [w/, v'] Cla, 0l (ce n’est
pas toujours le cas : voir 'exemple (6.6) a la fin du paragraphe). La description
dynamique des groupes résolubles du chapitre 2 montre dans ce cas qu’il existe
f = fiam €T tel que f([&,0]) = [&, 0], tel que f(x) < x pour tout x €]z, o, et
tel que les intervalles de F contenus dans [, U] et qui sont dans l'orbite de
[u, v] par I" sont ceux de la forme f"([u, v]), avec n € Z. Sur F considérons la
relation d’équivalence ~ qui identifie deux intervalles [u, v] et [¢/, V'] §'l existe
deux suites finies [u1, v1], - - -, [un, vn] et [ul, V1], - - -, [, v,] dans F telles que
[u, v1l = [w,vl, [u), vi] = [W, V'), [un, va] = [uy, vy, [, 0] = (w1, vi1] et
[LZ’Z, /] = [u},,v;, ] pour tout i € {1,---,n —1}.

Fixons d’une fois pour toutes une composante irréductible [ag, by] d'un sous-
groupe résoluble et non trivial de I'. Pour i > 1 définissons par récurrence
[@ii1, biy1] = [@;, b;]. Pour i < O fixons des intervalles [a;, b;] de sorte que
la;, b;] = [@i_1,b;_1]. Puisque I' n’a pas de point fixe a lintérieur, on a
lim;, .. ca; =0 et lim;_,, . b; = 1. Pour chaque i € Z notons JF; la classe
d’équivalence de [u;, v;] par la relation ~. La famille F est la réunion disjointe
des F;,1 € Z.

Désignons par N(I') le normalisateur de I' dans Diff f"b([o, 1[), et par I'*
le sous-groupe de N(I') constitué des éléments [ tels que si [u,v] € F; et
f(u,v]) € F;, alors i = j. Le groupe I'* appartient encore & R(co). De plus,
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il vérifie lui aussi la propriété dynamique supposée pour le groupe I'. Pour
démontrer ces faits on peut utiliser des arguments analogues a ceux de la
preuve du théoreme (B).

PROPOSITION (6.5). Le groupe T'* est distingué dans N(I'), et le quotient
N(I')/T™ est soit trivial soit isomorphe a (Z, +).

Preuve. Considérons les familles F*, F* et J; associées au groupe I, et
fixons g € N(I'). Si [, v] appartient a F alors il existe un sous-groupe résoluble
G de I tel que [u, v] est une composante irréductible de 'un des Gf"l, avec
i€{l,---,k&)}. Le groupe gGg~! étant encore résoluble et contenu dans ",
on déduit par définition que l'intervalle g([u, v]) appartient lui aussi a F*.

Il n’est pas difficile de se convaincre que si g € N(I'), si [w,v] € J7 et si
&([u,v]) € 3%, alors la différence j—i ne dépend que de g. On obtient ainsi
une application bien définie ¢ : N(I') — (Z, +). Cette application est de plus
un morphisme de groupes, car si g, & € N(I') et [u, v] € F* satisfont [u, v] € F7,
g, v)) € 5% et hg(lu, v)) € F;, alors ¢(g) = j—i, p(h) = k—j, p(hg) = k—i,
et donc ¢(hg) = dp(h) + ¢(g). Finalement, le noyau du morphisme ¢ étant par
définition égal a I'*, ceci finit la preuve de la proposition. O

Malgré la proposition précédente, il faut remarquer qu'en général la dy-
namique d’'un sous-groupe de Diff 1++Vb([0, 1[) sans point fixe a l'intérieur et
appartenant a R(co) peut étre plus compliquée que celle qui a été considérée
précédemment. Par ailleurs, des phénomeénes encore plus compliqués peuvent
se produire pour des sous-groupes de Diff be([O, 1[) appartenant a SG, lorsque
a est un ordinal limite «trés grand».

Exemple (6.6). Etendons les générateurs f et g du groupe I' de I'exemple
(6.3) en des difféomorphismes de classe C* de [-1, 2] comme étant I'identité
en dehors de l'intervalle [0, 1]. Fixons une collection de points —1 < a <
¢ <0<1<d<b< 2 Considérons un difféomorphisme f de [a, b]
infiniment tangent 4 l'identité aux extrémités et tel que f(¢) = d. Etendons
f en un difféomorphisme de classe C*° de [-1, 2] en posant f(x) = x pour
x € [-1, @l U[b, 1]. Fixons un autre difféomorphisme g de classe C* de [1, 2]
tel que g(x) = x pour tout x € [0, 1], 2@ = a, g(d) = b et g(x) # x pour
x €]—1,0[U]L, 2[. Il est facile de voir que le sous-groupe I" de Diff (1, 2D
engendré par f, g, f et g est sous-exponentiellement moyennable. Cependant,
son «architecture» est clairement plus compliquée que celle du groupe I
Remarquons finalement que I appartient & R(co). En effet, en notant f; =
g ifg', fi = 8 'f &', oui € Z, et en considérant le sous-groupe I',, de I engendré
par {f;, f; : il < n,|j| < n}, on voit aisément que I', est résoluble et appartient
ar(n+2), et queI' est la réunion des I',, n € N.

Signalons cependant que les arguments de la preuve du théoréme (B)
montrent que si I" est un sous-groupe sous-exponentiellement moyennable de
Diff f"b([o, 1[) sans point fixe a I'intérieur qui a été obtenu par une extension

0—G—I—H-—0
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de sorte que G possede des points fixes et H € SGq, alors H posséde un quotient
isomorphe a (Z, +). Plus précisement, si 'on désigne par G* le sous-groupe de
I' constitué des éléments qui fixent les composantes irréductibles de G, alors
on obtient une suite exacte

0 —G"—T —(Z+)—0,

le morphisme de I' sur (Z, +) étant induit par le décalage des composantes
irréductibles de G. A partir de ce fait, et en donnant une version générale de
la proposition (6.5), il est envisageable de décrire de maniere compléte la dy-
namique des sous-groupes sous-exponentiellement moyennables de Diff E'Vb
([0, 1[). Une telle description devrait entrainer par exemple que tout sous-
groupe sous-exponentiellement moyennable de Diff ff"b([O, 1[) est en fait
élémentairement moyennable. Ce serait une sorte de généralisation de la
proposition (5.1) (remarquons que d’apres [8], le groupe H considéré au §5
n’est pas élémentairement moyennable). On devrait pouvoir démontrer aussi
que si I' est un sous-groupe de Diff 1++Vb([0, 1[) qui est sous-exponentiellement
moyennable et non topologiquement conjugué a un sous-groupe du groupe
affine, alors son action diagonale sur l'espace {(a, ) €10, 1[x10,1[: a < b}
possede des orbites non partout denses. L'idée consiste en ce que si I' ap-
partient a SG, et si [a, b] est une composante irréductible de 'un des sous-
groupes de I' appartenant a SGg pour 8 < « qui apparaissent dans la con-
struction de I" en tant que groupe sous-exponentiellement moyennable, alors
pour tout g € I' soit les intervalles Ja, b[ et g(la, b[) sont disjoints, soit I'un
contient 'autre. On verrait réapparaitre ainsi par une méthode dynamique
un résultat algébrique déja connu : le groupe F de Thompson n’est pas sous-
exponentiellement moyennable (le lemme 2.1 de [3] permet de montrer que les
orbites par F dans I'espace introduit ci-dessus sont denses).

7. Appendice : homéomorphismes affines par morceaux

Considérons le groupe Afm_ ([0, 1]) des homéomorphismes directs et affines
par morceaux de l'intervalle (par définition, pour chaque f € Afm ([0, 1]) le
nombre de points de discontinuité de la dérivée de f sur [0, 1] est fini). L'intérét
porté a ce groupe est dii principalement au fait qu’il ne contient pas de sous-
groupe libre a deux générateurs (voir [4]), et il est non trivial de déterminer
quels sont ses sous-groupes moyennables. Le plus remarquable des sous-
groupes de Afm ([0, 1]) est sans doute le groupe F de Thompson, car il est,
parmi d’autres propriétés, de présentation finie (voir [7]).

De maniére un peu plus générale, désignons par Afm ([0, 1[) le groupe des
homéomorphismes directs et affines par morceaux de [0, 1] dont les dérivées
n’ont qu'un nombre fini de points de discontinuité sur tout intervalle compact
[0, @] contenu dans [0, 1[. Bien que si un élément de Afm_ ([0, 1[) n’est pas
trivial alors il n’est pas un difféomorphisme, la variation du logarithme de sa
dérivée sur tout intervalle compact [0, a] C [0, 1[ est bien définie et finie. De
plus, la dérivée a droite de cet élément est aussi bien définie sur tout point de
[0,1[. A partir de ces faits on constate aisément que les résultats de ce travail
(ainsi que ceux de [34]) s’étendent aux sous-groupes de Afm ([0, 1[). En fait, on
peut simplifier énormément les arguments de démonstration dans ce contexte.
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Pour cela, il suffit de remarquer que pour tout élément f de Afm ([0, 1]) (resp.
de Afm_ ([0, 1])), sl existe une suite de points fixes distincts de f convergeant
vers un point de [0, 1] (resp. de [0, 1[), alors tous sauf éventuellement un
nombre fini de points de cette suite sont contenus dans un intervalle sur lequel
la restriction de f est 'identité.

Il faut néanmoins ajouter une autre propriété : aucun sous-groupe de
Afm ([0, 1[) ne peut étre conjugué a un sous-groupe non commutatif du groupe
affine. La preuve de ceci est faite par contradiction. Supposons que I soit un
exemple d’un tel sous-groupe. Choisissons f € I" avec un seul point fixe sur
10, 1[, et désignons par p ce point. Il existe & € I" qui ne fixe pas p. L'élément
g = hfh~! posséde un unique point fixe sur 10, 1[, & savoir h(p). Les éléments
f et g ne commutent pas, car ses points fixes sont différents. Donc, I’élement
[f,g] = fgf 'g~! nest pas l'identité. Cependant, il existe ¢ > 0 tel que
fef g~ X(x) = x pour tout x € [0, £]. Or, ceci est imposible si I est conjugué a
un sous-groupe du groupe affine.

Désignons par r'(1) = /(1) la famille de groupes qui sont topologiquement
conjugués a des groupes de translations non triviaux, et pour & > 2 désignons
par r'(k) (resp. r’'(k)) la classe des groupes qui sont des produits semidirects
entre (Z, +) et un sous-groupe d'une somme directe d’'une famille au plus
dénombrable (resp. au plus finie) de groupes appartenant aux r/'(i) (resp.
aux r’'(i)), avec i < k. D’apres ce qui précede, tout sous-groupe résoluble de
Afm ([0, 1]) sans point fixe a I'intérieur appartient a (k) pour certain %2 € N.
Le cas des sous-groupes de type fini de Afm ([0, 1]) est un peu plus intéressant.

PROPOSITION (7.1). Tout sous-groupe résoluble et de type fini de Afm ([0, 1])
sans point fixe a U'intérieur et dont lordre de résolubilité est égal & k appartient

ar’(k).

Preuve. Nous donnons une démonstration par récurrence. Dans le cas ou
k = 1 on peut appliquer les remarques précédentes. Supposons désormais que
Paffirmation de la proposition soit satisfaite pour des indices i < % et fixons un
sous-groupe résoluble I' de Afm_ ([0, 1]) sans point fixe a I'intérieur et d’ordre
de résolubilité égal a k. Par rapport aux notations introduites au §4, on doit
démontrer que la que la restriction de FZ": a lintervalle [f,(vy_1), vp_1[ est de
type fini. Pour cela, fixons une famille génératrice {g1, - - - , g, } de I'. Chaque g;
s’exprime sous la forme f}" h;, o h; appartient a FZO_LI etn; € Z. Puisque chaque
h; appartient a Afm ([0, 1]), il existe un entier positif N (i) tel que si |n| > N(@)
alors la restriction de /), "h;f; a l'intervalle [f}(v;_1), vp—1[ est I'identité. En
posant N = max{N(@G) : 1 < i < n,i € N}, on voit que la restriction de
FZO_I’I a [fr(wp_1), vp_1l est engendrée par les restrictions correspondantes des
éléments f), "h;f;},oun € Z,|n| < N eti € {1,---, k}. La famille constituée
de ces éléments étant finie, ceci acheve la démonstration de la proposition. O

La classification complete des groupes groupes sous-exponentiellement
moyennables d’homéomorphismes affines par morceaux de I'intervalle devrait
étre plus simple que celle des groupes de difféomorphismes de classe C1+'P,
De plus, si 'on tient en compte les résultats de [2], il est tres probablement
vrai (et pas trop difficile & démontrer) que si un sous-groupe de Afm ([0, 1]) ne
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contient pas de sous-groupe isomorphe a F, alors il est sous-exponentiellement
(ou plut6t élémentairement) moyennable.
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