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Note présentée par Étienne Ghys.

Résumé On considère le groupe de Neretin des extensions au bord des isométries par morceaux d’un
arbre simplicial homogène. On démontre que les sous-groupes de ce groupe qui satisfont la
propriété (T) fixent (à indice fini près) un nombre fini de boules du bord de l’arbre, agissant
isométriquement sur chacune d’elles.Pour citer cet article : A. Navas, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 335 (2002) 789–792.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Neretin’s groups and Kazhdan’s property (T)

Abstract We consider Neretin’s group of boundary extensions of piecewise isometries of a
homogeneous simplicial tree. We prove that if a subgroup� of this group has Kazhdan’s
property (T), then a finite index subgroup of� stabilizes a finite collection of balls of the
boundary of the tree, acting isometrically on each of them.To cite this article: A. Navas,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 789–792.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Pour tout entierp � 2 on noteN p le groupe des extensions au bord des isométries par morceaux (par-
tiellement définies) de l’arbre simplicial homogène de degrép+ 1 (voir le §3 pour les détails). Ce groupe
a été introduit par Y. Neretin dans [8] et a été étudié dans [4,5,8] et [9]. Dans le cas oùp est un nombre
premier, il peut être considéré comme un analoguep-adique du groupe des difféomorphismes du cercle. Le
résultat principal de cette Note est le suivant (voir le §2 pour un rappel sur la propriété(T) de Kazhdan).

THÉORÈME. – Soit� un sous-groupe du groupe de NeretinN p . Si� a la propriété(T) de Kazhdan,
alors � fixe, à indice fini près, un nombre fini de boules du bord de l’arbre, et agit isométriquement sur
chacune de ces boules.

Si on pense au groupeN p comme un analogue du groupe des difféomorphismes du cercle, ce théorème
est à rapprocher du fait que dans le groupe Diff1+α+ (S1), α > 1/2, tout sous-groupe ayant la propriété(T)
est topologiquement conjugué à un groupe compact de rotations (i.e. SO(2,R) ou un sous-groupe cyclique
fini). D’autre part, si on voitN p comme un groupe qui contient les (extensions au bord des) isométries d’un
arbre, le résultat peut être considéré comme une extension au groupe de Neretin du théorème d’Alperin et
Watatani, selon lequel pour tout sous-groupe ayant la propriété(T) du groupe des isométries d’un arbre
(simplicial ou réel), il existe un point fixe.
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La démonstration est inspirée de [1], où D. Farley démontre que les groupes de Thompson F, G et V, sont
a-(T)-moyennables. Nous adaptons la construction de [1] au cas des groupes de Neretin, et nous montrons
ainsi que les éléments d’un sous-groupe deN p qui possède la propriété(T) sont des extensions au bord de
transformations « uniformément partiellement définies » surT p. Nous proposons d’autre part une preuve
différente du fait (plus faible) queN p contient « très peu de sous-groupes » avec la propriété(T) (voir le
§6 et le §7 pour les détails). Cette démonstration se fait en adaptant une technique développée dans [7]
qui consiste à considérer la non préservation du courant géodésique de Liouville comme un cocycle.
Remarquons en passant que cette dernière méthode permet de donner une nouvelle preuve du fait que
les groupes G et V de Thompson n’ont pas la propriété(T) de Kazhdan (voir [1,7] et [10]).

2. Soit� un groupe topologique etθ : �→ U(L) une représentation linéaire unitaire de� sur un espace
de Hilbert réelL. On dit qu’une application continuec : �→ L est uncocyclesi c(gh)= θ(g)c(h)+ c(g)
pour toutg,h ∈ �. On dit quec est uncobords’il existeK ∈L tel quec(g)= θ(g)K −K pour toutg ∈ �.

DÉFINITION. – Le groupe� possède lapropriété(T) de Kazhdansi pour toute représentation unitaireθ
de�, tout cocycle est un cobord.

Une condition équivalente consiste en ce que l’applicationg �→ ‖c(g)‖ soit uniformément bornée pour
tout cocyclec associé à une représentation unitaire. En effet, sic(g)= θ(g)K −K alors‖c(g)‖ � 2‖K‖
(pour toutg ∈ �). Pour l’autre implication, ainsi que pour des exemples de groupes qui ont la propriété(T),
nous renvoyons le lecteur à [2].

3. On noteT p l’arbre homogène de valencep + 1 sur chaque sommet. Sur cet arbre on considère la
distance dist qui est maximale pour la propriété que chaque arête (fermée) soit isométrique à l’intervalle
[0,1]. On fixe un pointσ deT p , qu’on appellera l’origine. Le bord∂T p de l’arbre est muni d’une métrique :
pourx, y ∈ ∂T p on définit sa distance par∂ ist(x, y)= p−n, oùn est la distance dist entreσ et la géodésique
qui relie x et y. Le bord deT p porte aussi une mesureµ de masse finie, à savoir celle pour laquelle la
mesure de toute boule de rayonp−n, n� 1, est égale àp−n. Pour une applicationg de∂T p sur lui-même,
on noterag′ la dérivée de Radon–Nikodym deg par rapport àµ (lorsque elle est bien définie).

Un sous-arbre deT p estcomplets’il est connexe, compact, et chaque fois que deux arêtes de ce sous-
arbre ont un sommet en commun, toutes les arêtes qui contiennent ce sommet sont contenues dans le sous-
arbre. La fermeture du complémentaire d’un sous-arbre complet est la réunion d’un nombre fini d’arbres
enracinés.

Si A, B sont des sous-arbres complets deT p, on noteN p(A,B) l’ensemble des transformations
bijectives deT p −A surT p −B qui envoient chaque composante connexe deT p −A isométriquement
sur une composante connexe deT p −B. Il est facile de voir que si cet ensemble est non vide alorsA
etB ont le même nombre de sommets. Sig ∈ N p(A,B) alorsg induit un homéomorphisme de∂T p sur
lui-même, qu’on désignera encore parg.

DÉFINITION. – On appelle legroupe de NeretinN p le groupe des homéomorphismes de∂T p induits
par des éléments dansN p(A,B), oùA etB sont des sous-arbres complets quelconques deT p .

Il est important de remarquer que sig1 ∈ N p(A,B) et g2 ∈ N p(A′,B′) représentent le même élément
de N p , alors ils coïncident sur l’intersection de leurs domaines de définition. Un représentantg̃ ∈
N p(A,B) deg ∈ N p sera appelémaximalsi son domaine de définition contient le domaine de tout autre
représentant deg. Il n’est pas difficile de se convaincre de l’existence d’un unique représentant maximal
pour chaque élément deN p . Pourg ∈ N p désignons parAg (resp.Bg) la fermeture du complémentaire
du domaine de définition dẽg (resp. deg̃−1). Notons queAg = Bg−1. Enfin, le groupe Isom(T p) des
(extensions au bord des) isométries deT p est un sous-groupe deN p . Un élémentg de N p est dans
Isom(T p) si et seulement siAg = Bg = ∅.

Soient maintenanta et b deux sommets distincts deT p . On noteγ le segment géodésique qui reliea
etb, et on désigne parAba le sous-arbre deT p enraciné ena des points qui sont atteints par des géodésiques
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qui partent dea et dont la première arête n’est pas contenue dansγ (i.e. par des géodésiques qui s’éloignent
deb). On désignera simplement parAa l’arbre enracinéAσa , et on notera∂Aba le bord deAba à l’infini.

4. On fixe l’un desp+ 1 sous-arbres deT p enracinés sur l’origine, que par abus de notation on désigne
parAσ . On noteN p

σ le sous-groupe desg ∈ N p qui fixent∂Aσ , y agissant isométriquement (par rapport à
la métrique∂ ist). On considère l’espace de HilbertL = �2(N p/N p

σ ). Le groupeN p agit isométriquement
surL par translations à gauche.

À chaque sommeta deT p on associe l’élémentφa ∈ N p/N p
σ donné parφa = [h], oùh ∈ N p est un

élément dont le représentant maximal envoieAσ surAa isométriquement (par rapport à la métrique dist),
et [h] est sa classe dansN p/N p

σ . Pourg ∈ N p on considère l’élémentc1(g) ∈ L défini « formellement »
par

c1(g)=
∑
g(δφa )−

∑
δφb ,

où δ désigne le delta de Dirac (i.e.δφa est la fonction caractéristique de l’ensemble{φa}). Le mot « forme-
llement » signifie que les termes égaux de la définition dec1(g) se simplifient. Après cette simplification il
ne reste qu’un nombre fini de termes, ce qui montre bien que la fonctionc1(g) appartient àL. D’autre part,
c1(g) est le cobord formel associé à la fonctionK = ∑

δφa (qui n’appartient pas àL !), et ceci montre que
c1 est un cocycle (par rapport à la représentation par translationsθ1).

5. Soit � un sous-groupe deN p . Pourg ∈ � − Isom(T p) soit d = d(g) la distance entreσ et Ag .
Considérons le segment géodésiqueγ qui relie σ et Ag , et soienta1, a2, . . . , ad−1, les sommets de
l’intérieur deγ . On vérifie aisément que pour tout sommetb deT p on ag(δφai ) �= δb, i = 1, . . . , d − 1,

d’où on déduit que‖c(g)‖2 � d − 1. Soit maintenantg ∈ � ∩ Isom(T p). Notonsd ′ = d ′(g) la distance
entreσ et g̃(σ ), et considérons le segment géodésiqueγ qui relie ces deux points. Notonsa1, . . . , ad ′−1,
les sommets de l’intérieur dẽg−1(γ ). Il est facile de vérifier que pour touti = 1, . . . , d ′ − 1 et tout sommet
b deT p on ag(δφai ) �= δb (carAg̃(ai) n’est pas l’image deAai parg̃ !). On en déduit que‖c(g)‖2 � d ′ − 1.

Si � possède la propriété(T), la fonctiong �→ ‖c(g)‖ doit être uniformément bornée sur�. Il existe
alors un entierN > 0 tel que pour toutg ∈ � − Isom(T p) on a dist(σ,Ag)�N (et donc dist(σ,Bg)�N
pour toutg ∈ � − Isom(T p)), et tel que pour toutg ∈ � ∩ Isom(T p) on a dist(σ, g̃(σ ))�N. Le théorème
s’en suit aisément.

Remarque. – Même si Isom(T p) est un sous-groupe deN p , la démonstration donnée n’utilise pas le
théorème d’Alperin et Watatani. En fait, l’argument de la preuve permet de redémontrer ce résultat classique
pour les sous-groupes du groupe des isométries d’un arbre simplicial quelconque.

6. On considère maintenant l’espaceL = L2, 
R
(∂T p × ∂T p) des fonctionsK dansL2

R
(∂T p × ∂T p)

symétriques, c’est-à-dire telles queK(x,y)=K(y,x) pourµ×µ-presque-tout(x, y) ∈ ∂T p× ∂T p. Pour
un sous-groupe� deN p on considère la représentation unitaireθ2 de� surL2, 

R
(∂T p × ∂T p) donnée par

θ2(g)K(x, y)=K
(
g−1(x), g−1(y)

)√
(g−1)′(x)(g−1)′(y).

Pour chaqueg ∈ � considérons la fonctionc2(g) : ∂T p × ∂T p → R donnée par

c2(g)(x, y)=
√
(g−1)′(x)(g−1)′(y)

∂ ist(g−1(x), g−1(y))
− 1

∂ ist(x, y)
.

L’applicationg �→ c2(g) est formellement le cobord de la fonction(x, y) �→ 1/∂ ist(x, y), et vérifie donc
la relation de cocyclec2(gh) = θ2(g)c2(h) + c2(g). Nous affirmons quec2(g) appartient àL pour tout
g ∈ N p . En effet, la propriété de symétrie pourc2(g) est évidente. D’autre part, la fonctionc2(g) est
nulle au voisinage de la diagonale, car l’extension au bord de toute isométrieg de T p vérifie l’égalité
∂ ist(x, y)g′(x)g′(y) = ∂ ist(g(x), g(y)) pour toute paire de points distinctsx, y ∈ ∂T p . L’affirmation
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résulte alors du fait que la fonction(x, y) �→ 1/∂ ist(x, y) est uniformément bornée en dehors de tout
voisinage de la diagonale.

Si � possède la propriété(T) alors le cocyclec2 est un cobord. Autrement dit, il existe une fonction
K ∈L2, 

R
(∂T p × ∂T p) telle quec2(g)= θ2(g)K −K pour toutg ∈ �, c’est-à-dire[

1

∂ ist(g−1(x), g−1(y))
−K(

g−1(x), g−1(y)
)]2(

g−1)′
(x)

(
g−1)′

(y)=
[

1

∂ ist(x, y)
−K(x,y)

]2

.

Cette dernière égalité entraîne la�-invariance du courant géodésique

νK =
[

1

∂ ist(x, y)
−K(x,y)

]2

dµ(x)dµ(y).

7. PourK ∈ L notons�K le groupe des homéomorphismes de∂T p qui préservent le courantνK .
L’étude de la dynamique des éléments deνK semble intéressante. Par exemple, à l’aide de la « formule
du birapport » ∫

∂Aba

∫
∂Aa
b

dµ(x)dµ(y)

∂ ist2(x, y)
= p−dist(a,b),

on démontre aisément qu’il existe un sous-ensemble compactC = C(K) deT p tel que pour tout élément
g ∈ �K − Isom(T p) on a soitAg ∩ C �= ∅ soitBg ∩ C �= ∅.

Pour chaqueg ∈ �K on définit l’applicationQ(g) : T p → T p parQ(g)(a)= g̃(a) si a ∈ T p −Ag , et
parQ(g)(a)=Q(g)(b) dans le cas contraire, oùb est un sommet quelconque deT p qui réalise la distance
de a au bord deAg . La question suivante se pose de manière naturelle : la correspondanceg �→ Q(g)

définit-elle une quasi-action de� surT p au sens de [6] ? Si la réponse est affirmative, cela permettrait de
donner une autre preuve complète du théorème de cette note à l’aide des résultats de [6] et du théorème
d’Alperin et Watatani.

Notons qu’une sorte d’analogue de la question ci-dessus pour le cas des homéomorphismes du cercle
a une réponse affirmative : siν est un courant géodésique la forme[1/|x − y| − K(x,y)]2 dx dy, avec
K ∈ L2, 

R
(S1 × S1), alors le groupe des homéomorphismes de S1 qui préservent ce courant est quasi-

symétrique au sens de [3] ; donc, d’après le théorème de convergence, il est topologiquement conjugué à un
sous-groupe de PSL(2,R).
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